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T\É FqACE 



La théorie des invariants, destinée désormais à 
prendre une place très-importante dans l'Analyse, doit 
son origine à un excellent Mémoire de Boole sur les 
transformations linéaires inséré dans le Cambridge 
and Dublin Mathematical Journal ^ 1847 . Ce Géo- 
mètre, dont tous les travaux sont empreints d'autant 
d'originalité que de pénétration, y avait démontré que, 
si l'on élimine les m variables entre les m dérivées 
successives d'une fonction homogène de degré n k m 
variables cT, y, ^, etc., prises par rapport à ces mêmes 
variables, le résultat de l'élimination se reproduit, à un. 
facteur près, lorsqu'on répétera les mêmes opérations sur 
la fonction susdite, après y avoir préalablement substitué 
de nouvelles variables liées linéairement aux premières. 
Ce beau théorème a été le point de départ d'un grand 
Mémoire de Cayley, inséré dans le Journal de C relie ^ 
tome 30 j où, par son génie vaste et fécond, il a su 
créer toute une nouvelle branche d'Analyse, en jetant 
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ainsi les bases de la théorie des fonctions appelées par 
lui Hy perdéter minants j et maintenant, Invariants. 
Dans ce travail à jamais mémorable, M. Cayley fait 
voir que, pour toute fonction d'un degré supérieur ^ 
3, il existe plusieurs fonctions des coefficients qui jouis- 
sent de la même propriété, signalée pour la première fois^ 
parBoole sur une seule fonction de ces mêmes coefficients, 
n y détermine quelles sont les fonctions de ces coeffi- 
cients qui restent indépendantes entre elles, et il trouva 
diverses relations qui lient linéairement les autres fonc- 
tions avec celles-ci. M. Sylvestër est venu ensuite, 
et avec cette profondeur qui caractérise tous ses écrits, 
il a ajouté aux précédents un grand nombre de résul- 
tats nouveaux et importants. C'est à lui qu'on doit 
(à ce que je crois) la découverte des Co variants (*), 
nouvelles fonctions dérivées d'une fonction donnée, dans 
lesquelles les variables et les constantes, transformées 
successivement par des substitutions linéaires faites sur 
la proposée, reproduisent, indépendamment les unes des 
autres, la même fonction. M. Hermite, enfin, digne suc- 
cesseur d'Abel et de Jacobi, est venu couronner l'œuvre 
en établissant une loi de réciprocité entre les covariants 
des diverses fonctions, et par là, il a ouvert à cette 
théorie un grand et nouveau champ de recherches. 

Mais ces travaux, qui forment incontestablement 
une des plus belles gloires de l'Analyse moderne, sont 
malheureusement revêtus de formes si concises et si sym- 
boliques, ils sont tellement dépourvus de détails et de 



(*) M. Hesse, à la véiité, avait déjà obtenu avant lui une fonction 
(qu^on appelle maintenant THessien) qui jouit de la propnétë cai*actôris- 
tique des eovarianta. 
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démonstrations, et chargés au contraire de nouvelles 
dénominations, que leur lecture, supposant presque déjà 
les notions qu'il s*agit. d'acquérir, devient le plus sou- 
vent pénible et difficile. Il en résulte que cette théo- 
rie n'est guère connue que de leurs auteurs, ce qui 
la rendrait stérile et inutile pour Tavancement de la 
science, si Ton négligeait de l'exposer avec une clarté 
suffisante. Ce n'est en effet que lorsqu'une vérité est 
devenue accessible au plus grand nombre de personnes 
qu'on peut vraiment affirmer que la science humaine 
a fait un progrès. D'après ces considérations et sur 
l'invitation de savants distingués, j'ai cru que ce serait 
rendre un service à la science que de mettre à la 
portée de tous les magnifiques résultats trouvés par 
ces Géomètres , en simplifiant les théories , et en 
m'appuyant sur les notions les plus communes. Mais, 
ne pouvant pas embrasser toutes ces recherches, mon 
but sera également atteint, si par le peu que je me 
contente d'exposer, je réussis à faire comprendre le 
reste, contenu dans les Mémoires mêmes, et à pré- 
parer les élèves à la lecture des importants travaux 
publiés dans ces derniers temps, en dehors des auteurs 
précités (*), par Aronhold, Christoffel, Brioschi, 
Betti, CleôSch, etc., et surtout par M. Gordan, 
auquel on doit la limitation du nombre des Coûa- 
riants (**). Il serait inutile de réunir dans un seul 



{*) pArticoliàrement M. Cajlej, qui dans les 8 Memoirs upon Quaniict 
a fondé et développé la théorie des covariants. 

{**) L^OQTrage était acheyé, lorsque j*ai reçu de cet émineat Géomètre 
une lettre bienTelllante que je ferai connaître ci-après. 
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corps d'ouvrage les immenses travaux de générali- 
sation, accomplis par ces auteurs. 11 n'y a rien àm 
mieux pour le lecteur studieux qui veut avancer que 
de recourir aux sources marnes, ce qu'il pourra faire 
avec sécurité et avec profit, quand il aura bien appris 



tout ce que j'expose dans cet ouvrage, et en ayan 
ensuite recours à la liste des ouvrages que je donn 
ci après. 

J'avais déjà commencé ce travail, il y a plusieurs 
années, quand a paru l'ouvrage de Salmon. Mais œt^ 
ouvrage de maître, résumé excellent de plusieurs^- 
parties de la science, outre celles que j'ai entrepris d^ 
traiter, ne peut guère servir qu'aux Professeurs déjà*, 
initiés à cette théorie, et il ne rentre pas du tout dans^ 
le cadre d'un Traité élémentaire, à la portée des com- 
mençants. C'est pourquoi j'esi)ère que le travail actuel 
pourra être encore accueilli d'une part avec faveur par 
le public savant, à cause de la lacune qu'il remplit dans lar 
vulgarisation de la science, et d'autre part avec indul- 
gence parce qu'il ne peut pas tout dire, dans les limites 
étroites où il s'est renfermé. 

Ce qu'il y aura d'ailleurs de nouveau de ma part, 
soit pour les démonstrations, soit pour de nouvelles 
propriétés, ressortira de la comparaison de mes anciens 
mémoires et de l'ouvrage actuel avec les ouvrages des 
auteurs cités, sans que j'aie la prétention de fixer l'at- 
tention du lecteur sur ce qui m'appartient. 



Brlang§n, 29 S^ptembêr i875. 

Geehrter Herr , 

Ich habe Gelegenheit grehabt, Ihr Buch ûber die binâren 

Formen zu lesen und habe mich sehr darùber gefreut, denn 

ich fiade es wohl geeignet, den Léser mit der Théorie der 

Invarianten vertraut zu machen. Der Stoflf ist durchsichtet 

und ûbersichtlich geordnet, die Darstellung ist einfach und 

Idar, an vielen Stellen élégant. Selbst verstândlich kônnen 

die vielen und verschieden Untersuchungen auf dem Gebiete 

der neueren Algebra darin nicht aufgefûhrt sein, das werde 

zu weit fùhren und dem zwecke des Bûches wiedersprechen; 

aber es fuhrt in die Théorie ein und befâhigt den Léser die 

ihm sonst nur schwer verstândlichen original Arbeiten selbst 

zu studiren. 

Sie haben durch dièses Werk der Wissenschaft einen Dienst 
geleistet, welchen sie dankbar anerkennen wird, indem Sie 
eine schmerzlich empfundene Lûcke ausfiillten. 

Hochachiungswoll und ergebenst 
GORDAN. 



Monsieur^ 

J'ai ea l'occasion de lire votre ouvrage sur les formes binaires, et j'en 
ai été heureux, car je Tai trouvé bien propre à initier le lecteur à la 
théorie des invariants. Le sujet est bien approfondi et lumineusement 
ordonné, l'exposition en est simple, claire et en plusieurs endroits élé- 
gante. Naturellement, plusieurs recherches qui ont été faites dans le 
champ de Palgèbre moderne ne pouvaient y trouver place; cela vous 
aurait conduit trop loin et n*aurait pas répondu au but do Touvrage ; 
mais vous introduisez le lecteur dans la théorie et vous le mettez en état 
d'étudier par lui même les mémoires originaux dont, sans cela, la le- 
cture lui eût été difficile. 

Vous avez par cet ouvrage rendu un service à la science dont elle 
vous sera reconnaissante, puisque vous avez rempli une lacune impor- 
tante et regrettable. 

Votre Dév. Serviteur 
GORDAN. 
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CHAPITRE PREMIER 



FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES 



8 1. • 

Détermination des fonotions symétriques 

et leurs propriétés. 

t. Soit réquation 

dont nous désignerons par a^, a,, \^^^ racines. On 

y supposera quelquefois a^ = 1 . 

Une fonction donnée des racines est appelée symétrique^ 
lorsqu'elle reste la même, quelque échange que Ton opère 
entre les racines. On conçoit facilement que si cette fonction 
est entière , elle pourra généralement être décomposée en 
une somme d'autres fonctions symétriques plus simples, qui 
seront toutes de la forme : 

p q r t 

[2] 9. = Z a, C4 a3 a^ . . . , 

•* 

le signe S s'étendant à toutes les combinaisons l à l des 
indices 1, 2, 3,... n, et l désignant Iç nombre des racines qui 
figurent dans chaque terme. Sip = ^=:r=^..=: 1, on sait que 

iai = — — , 2.ai ot^ =: -| — , ... 2.aiC4 . . . a. =: [— i) —, 
do (h * ÙQ 

Lorsque la fonction <p ne contient qu'une seule racine dans 
chaque terme, c'est-à-dire lorsqu'on a 9 =2 a'* » elle prend le 
nom de somme des puissances semblables des racines, et on 
la désigne par le symbole Sp . 

FaI Db Beuno — Théorie det formes binaires. 1 
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Comme nous allons voir, ces fonctions, qoi jouent un grand 
rôle dans l'analyse algébrique, sont douées de propriétés re- 
marquables. 

9. Preailcre p ypri ë i ë. Les sommes des puissances 
semblables des racines s'expriment en fonction entière 
des coefficients. 

On a en effet, pour une somme quelconque s, , les deux for- 
mules suivantes, dont la seconde est due à Waring: 



[3] 



^^=(i)^ 



2a, 
3a, 



a, 



. . . 
a. . . . 
a, On ... 



(p — l)ap^i ap-t Op-s O]»— 4...a( 
pap dp^i Op-t ap~z^^^a^ 



[4] s,=p[-~jY:^- 



N). 



)('X»)"(X3)...(X«) 



Oq a^ 



X» 



. • • . wM 



où (X) et (p — Xo - i) expriment , pour abréger , les produits 

1. 2. 3. X et 1. 2. 3. . . . ï? -^x^T; x», X,, \^ étant d'ailleurs 

des nombres entiers assujettis à vérifier les deux équations de 
condition 



[5] 



^ + ^i + X,+ + V = 1> 

Xi + 2X, + 3X3+ + nXn = jp. 

Dans le cas de a© = 1 la formule [4] devient 

et on trouvera par des calculs très-aisés, 

+l)a ,«4— 2pa,.a3aj— pa,.a%— a„ .a\±...-H— l)^a/. 



>-^ 



P-4 



p-*^ 



p— 4 
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La première formule s'obtient en tirant les valeurs de Sp des 
relations connues entre les sommes s et les coefflcients, à 
savoir: 

«0 «ï + «1 «1 + 2a, = , 

«0 ^p "}- ^i ^p — 1 + ^t *i» — « 4" • • • + P^ = , 

qu'on trouve en comparant les coefficients d^une même puis- 
sance de œ dans la dérivée de Téquation X = , considérée 
comme fonction des coefficients, ou comme fonction des racines. 

Car dans le premier cas, on a 
[8] X' = nao a^-^ + (n — 1) «j a^-^ + • • • + «n-i ; 
dans le second 



M 



x' = -^.H — ^ — f.^L, + ...-^_^-.. 

0?— ai ' «—a, * 4? — Os ' ' a?— On 



Pour démontrer la formule de Waring, nous remarquerons 
que réqaation [9] donne 



D De ces mdmea équations cm tire la valeur d*un coefficient exprimé 
en fonction des sommes s. On aura en effet : 



1« 2. 3. • • . { a . = ^0 



«3 


1 
Si 2 
*, Si 3 





. » — 1 


*l 


*i-l *<-f '»-.3 


«1 



— 4- • 

d'où il résulte que Sp est le coefficient de — — r dans le déve- 
loppement de la fonction 



a, + 2^ + 2%+... + n 



an 



^ + r + ;3 + - •• + :;:;: 

suivant les puissances ascendantes de — . En posant —= y^ la 
série de Taylor nous fournira pour ce coefficient Texpression 

Or , d'après un théorème que nous avons inséré dans les 
Annales de Tortolini, 1855, cette dérivée se calcule aisément H. 
Étant donnée, en effet, une fonction quelconque 9 de la va- 
riable X liée avec une autre par une équation de la forme 

. la dérivée d'ordre quelconque m^*™* de la fonction «p exprimée 
en fonction de la nouvelle variable y sera fournie par Té-' 
quation 

y'''""Zi(MW(ik^y^^^) «'''11/ VI.2) U.2.3J "•u.2.3..«ij 






où le sigtie i s'étend à toutes les Valeurs entières et po- 
sitives de ^4 /t^ 7t, /tg /tm , qui vérifient les équations 

fi^ = '^l + '^t + ^S + • • • + ^^7 

m = /tj + 2Â, + 3/t3 + . . . 4- rwftm, 
(0 désignant, en général, le produit 1.2. 3. . . l. 



(*) Voir à U fin de TouTragd poar U démonstration de cette formule» 
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Dans le cas actuel, on a 

9 = logo?, a: = v = ao + ait/ + a,t/'+.. ., 
3t en général 

.^.,= -(-l)>-.).(0^r=a.'. 

n n^y aara donc qu'à faire convenablement ces substitu- 
tions dans la formule [13] et à la multiplier par [ — 1 (p — 1)] "" ^ 
pour retrouver la formule [4]. 

Remarque. De Téquation [10] on déduit, en multipliant par 
dx et en intégrant 

^i +2 +f + • • • +^+- ••=-ïpfir(i +«iy+«ty'+.-), 

équation qu'on aurait pu tirer immédiatement de^ce que si 

f(a:) = (x — a)(x — ») (a? — T) , 

il vient 

Bbkabque. Observons en passant une propriété de ces fonc- 
tions 9j qui sera bien utile pour les calculs, à savoir que la 
somme de leurs coefficients est toujours égale à — 1. 

En eflFet supposons dans la proposée a^ =a|= a4=a8=.. .=1, 
auquel cas s se réduira précisément à cette somme ; la formule 
112] se transformera dans celle-ci 

'.=- i.».a..(>-i) °;'°g!' + ''+'^+--',.. 

S. Denxième proprlëië. La fonction quelconque <p peut 
s'exprimer en fonction des sommes Sp . 
Pour cela, observons qu'on a évidemment 
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d'où 

n4] <pt = 2a,%'= s^ s^ - s^^. 

Pareillement 

s,2a,'«..'=2a.V«.''+2a,' + V+2«f«*'■*•^ 
d'où 

et, au moyen de la première, 

[15] 

ç,=2a.'a.« 0,"= S^ S^ s^ - s^^ s^- s^^ s^ -s^^ s^+^^^. 

On a aussi 

q>4 = Sa' «t' o/ eu* 

= ^|2<»l o* ^'^ — 2«i <»* «3 — 20t ÛJ «S — 2<»l Oj (h r 

qui, par la précédente, deviendra 
De même, 

[17] q% = 20i «1 aj 04 Oj 

=s S S s^s — 2s s 5. 5+22^ s.* +2^ s s 

en admettant que le signe 2 s'étende à tous les produits que 
Ton peut obtenir en combinant ensemble, 2 à 2, 3 à 3, etc., 
les lettres p, 9, r, t, v qui figurent dans les indices. 

(*) D*aprèB M. Cayley <pi, 93, 94,959 etc., pourraient s'écrire encore 
aimplement 
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> En général, on obtiendra: 

[18] q>/=2ai'*ai'V'...a7'=*ir^2a,'»0. . . a^''"^^ » 

d'où il suit qu*en supposant connue la fonction 

^ 9,^1 — 2 «1 oi » . . . a^_^j , 

le second membre de Téquation précédente sera- déterminé ; 
car il n*y aura qu'à changer les indices rt^^ «t, ..- ir{- 1 , res- 
pectivement , en TTj + ifJ 1 w« + ^1 , - . . «1-1 + w< , pour cal- 
culer tous les termes qu'il contient. Par la même raison, la 
détermination de <Pi— 1 dépendra de 91—2; celle de <P{-8 de 
9/^3, etc. 

n suffit donc de connaître les premières fonctions <Pi , 9s , 
^) ^49 ^59 QU6 i^ous avons données ci-dessus, pour en con- 
clure toutes les autres. 

De ces simples considérations et de Tinspection des cas 
particuliers donnés, on peut déduire une formule propre à 
fournir Texpression de 9 en fonction des sommes des puis- 
sances semblables des racines. Appelons Xy , X;» , X;^ , . . X» , les 
sotnmes de ^, 7i, /t , . . ^ exposants quelconques pris parmi 
les Vj , ir, , . . . ir{ sous la condition 

et désignons par 2^^ $^ s^ . . . Sj^ 

g h k i 

la somme de tous les produits que Ton aura en combinant 
dans les indices x^ , X;» , x^ , . . x< tous les g^U^h^ . . ,i expo- 
sants choisis g kg^ h h h, 7t à 7t, etc., parmi les exposants ir. 



Il est clair que <p sera le résultat de Taddition de pareilles 
sommes multipliées chacune par certains coefficients numé- 
riques. 

D'ailleurs, on aura pour chaque terme 

PO] Xp -f X/i + Xjk 4- . . . 4- Xi = ir^ -|- ir, 4- . . . -|- ir, ; 

car si Ton change les racines a en lia, il faudra que chaque 

terme du second membre gragne le facteui* h^i+^* + *" + ^^ ^ 
dont se trouvera multiplié le premier, ce qui ne pourra pas 
arriver à moins de la condition posée ci-dessus. 

Il nous reste seulement à trouver les coefficients. A cet 
effet j'observe que, d'après [18], si Aj-i est le coefficient de 

5^, + ^, + . . . ^,.1 dans la fonction 9,_j , 

celui du terme semblable 

5,,, +,,+... +^f, dans la fonction 9^ 

sera — (î— 1) Az-i . 

Ce terme est le seul qui ait gagné un exposant à l'indice ; 
les autres auront au plus le même nombre d'exposants à l'in- * 
dice que les termes de la fonction 9{— i, et en auront con- 
servé les mêmes coefficients numériques. Par la même raison 
tous les termes de 9^.1, auront des coefficients identiques à ceux 
de 91—2, excepté le terme en 

'»'i + "^« + • • • '^j_ ji 

dont l'indice contiendra un exposant de plus que les autres, 
et dont le. coefficient sera — (l — 2) fois celui de 

dans la fonction 9i-t. 

En suivant ainsi bien de près la formation des coefficients, 
on arrivera aux conclusions que voici : 
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l** Les coefficients varient seulement lors de la varia- 
tion du nombre des exposants dans un indice, et, au con- 
time, ils restent les mêmes tant que ce nombre demeure 
maltérable ; 

i^^ Le gain d'un exposant dans un indice qui affecte la 
lettre s et se compose de p — 1 exposants, ne commence à 
se faire que lors du passage de la fonction <Pp. i à la fonction q>p- 
Mais comme, dans ce passage, le coefficient acquiert le fac- 
teur — 1 (p — 1), on peut dire que chaque fois que Tindice 
gagne un f>^™« exposant de plus, le coefficient gagne aussi 
un facteur (— 1) (p — 1) de plus. 

n suit de là immédiatement que la lettre s^ affectée d'un 
indice composé de p exposants, aura pour coefficient 

(-l)P-i-p_l. p — 2.1? — 3. ...3.2.1 = (-1)p-Mp— 1) 
fois celui de 9, = 5^ , qui est 1. 
' Donc le terme en s. s. s. ... s. 

^g ^k ^* '^t 

aura pour coefficient (— l)i?-i-i-'^i+ ••<-i(flr— 1) (;j_i) . , . (f_i) 
et il viendra enfin 

[21] 9= 2 (- 1)'-' ((7-1; (^-1) ... (i-l) 2% s,^ s,^ ...s,. ^ 

a étant le nombre de groupes g^h^ h^ . . . i dans lesquels l a 
été partagé, et (p) désignant comme avant la factorielle 
1.2.3. . . . p. On n'oubliera pas que plusieurs des nombres 
g,h^...i peuvent être égaux. Dans ce cas, si i exposants 
deviennent égaux entre eux, chaque terme exprimé en fonc- 
tion des racines dans le second membre de la formule sera ré- 
pété 1.2.3. ..i fois de trop. Ainsi, pour avoir la juste valeur 
de <p, il faudra diviser le second membre par 1. 2. 3. . . i. 

Une fois qu'à l'aide de cette formule on aura exprimé 9 en 
fonction des sommes 5, on calculera ces diverses sommes au 
moyen de la formule [4] en fonction des coefficients, et alors 
la fonction 9 se trouvera en dernier lieu exprimée par les 
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coefflcients de Péquation proposée. Ciomme les seconds mem- 
bres des formules [3] et [4] sont entiers à une puissance près 

de —, il s^ensuit que, en supposant Oq = 1: 

Une fonction quelconque entière et symétrique des racines 
s'* exprime par une fonction entière des coefficients. 

4. Remabque l^^. La fonction <p peut se mettre sous la forme 
d'un déterminant 



9 = 



8 

P 


%) 


% 


'(!.)••• 


% 


S 

9 


'(,) 


% ■ • • 


V) 


V) 


• 


V) • • • 


'(0 

• • 


'(0 

• • 


'(0 

• • • 


», ... 

• • • • • 



{•) 



en admettant qu'après avoir effectué les opérations on 



change les produits symboliques */«)*/«) ^/^r'^^f 



p+g+lM-... 



, c^est 



à dire, en des facteurs simples s^^^^^ , dont Tindice soit 
égal à la somme des indices. Ainsi on aura: 



1» (p) 



P « P+î 



S S S 

p ip) (p) 

(9) 9 (9) 
('•) {r) r 



=^S 8 S "S S 'S S 'S S +2s 



On vérifiera <p^ aisément ainsi qu'il suit: 



9. = 



s s s s, 

p (p) (p) (p) 

s s s s 

(g) « (9) («) 

'(0 '(0 '(I) 'l 



{*) Nous avons déjà donné ce théorème Tannée 1856 dans une thôse 
soutenue à Paris. 
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\ '(«)'(f) 
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'(p) '(p) %) 
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-^(0 


'« '(«)'(«) 
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*W '(«)*« 




'(0 '(0 ^ 




V)'r V) 




'« '(g)'(f) 
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%) *(P) % 




%) %) '(p) 




'(P) '(P) %) 


p 


V)'»- '('•J 


-'(,) 


V) *r '(r, 


"(r) 


'(«) \ \) 


-% 


'(«) '« '(«) 


J1_ 1 


'(0 '(0 ^ 

1* • < 


1 


'(0 '(.) '. 


• X - _ 









d'où Ton Yoit que le 3« produit se déduit du second par Té- 
change des indices q et r, et le 4* du 3* par rechange des in- 
dices r et f. • . 
Ainsi on aura: 






] 



(9)L (p) ^ « (p) '^^ *• (pH-* « '•-•■(p) (p)-^-^«. 
(r)L (p) « « (p) 9-^« « (p)+« ^ V(p)^ (p)-^+' 



-^ 



(9)L''(P)>'« '(P)'r-hf VCpH-I 'i>-^(p) • -(p)^^-|.«J 

'(p)'«'« '(p)'«-^« "«'(pH-* 'ï'«+(p) ' '^(p)-»^+d 

(OL (?)«*• (p) î-^'- î (pK»" *• ?+(p) (p)-^*+''J 

et si maintenant on a égard à la règle symbolique admise, 
on retrouvera la valeur [16] de 94. Comme de 93 on est passé 
à <P4 on verrait aisément comment de <p,_j on passerait a (plj 
en suivant généralement la décomposition que nous avons 
faite en déterminants d'un ordre inférieur d'une unité; d'où 
il résulte évidemment qu'il ne peut pas s'ajouter un exposant 
à l'indice sans un changement de signe et sans que le nou- 
veau terme soit multiplié par le nombre (l - 1) de détermi- 
nants mineurs qui sont multipliés successivement par les 
symboles s^^^, s^^^, s^^^, etc. 

Remarque 2f^ . La formule [21] nous conduit à une relation 
intéressante. Elle donne en effet: 



^=-2(-ir'{0-i){-i)'-'-^'~'^ 



(ft— !)..(/— 1)2 Sxft Sx».. -«^.i 
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c'est à dire 

p8] -^=2(-ir'(É^-i)<p,_,, 

<P. étant ce que devient <p lorsqu'on y néglige les facteurs 

contenant les exposants qui figurent dans Tindice \g. Ainsi, 
on aura (voir les exemples [17] et [38]) 



^r^t+v 



1.2, (SpSq — Sp^q) = 1.2. <Pj = 2 ^loii* at« 

car dans ce cas g ne peut avQir que les valeurs 1 et 2. 

Lorsque, par suite de la nature des exposants, il arrivera 
que deux ou plusieurs des indices Xy , X;^ , etc., seront nu- 
mériquement égaux, il faudra ajouter au second membre de 
la relation [22] autant de termes semblables en <p^ , q)j_,^ etc 

Remarque 3*. Si l'on proposait de trouver le nombre de termes 
dans la fonction ^xg^x^^ 5^> • • • ^x< i ^ nombre, en suppo- 

sant g, h, k . . . { différents entre eux, sera évidemment 
rooi M— (^) y (^-^) V {l-ff-h-i-'.) 

_ (fl 

~(^) (A) (*)...(«)' 

car la série des indices dans un terme sera une combinaison 
des exposants pris g hg^ suivie d'une combinaison des {l — g) 
exposants différents des premiers et des seconds pris h k kj 
et ainsi de suite. 

Mais lorsque g' nombres ^, h^ /t, etc., deviendront égaux à ^, 
la série des indices X^ , X;^ , X» , . . , , se trouvera répétée 
1.2.3...g' fois de trop, et dans ce cas il faudra encore di- 
viser le nombre N par 1. 2. 3. . . g\ pour avoir le nombre 
correspondant des termes dans la fonction susdite. Supposons 
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ainsi ^ groupes d^exposants en nombre g^ W groupes d^expo- ^ 
sauts en nombre A, etc., dans la série des indices dont la 
lettre s est affectée, le nombre N sera 



(gW (*)*' . . . [iy {gl (*') ...(<•) 



souB la condition g'g + h' h'\- . . . f i=l. 

Cherchons maintenant ce que devient la formule [21], 
lorsqu'on suppose tous les exposants égaux à ir. 

Alors, comme dans 

2 ^x^ s^j^ Sf^j^ ... s^^ , 
tous les termes se réduiront à 

g^ hir iir^ 

cette fonction se réduira elle-même à 



t' 



(0 ' 9' V 

ti\ S S m a • s • 



{g)9^ (A)A' . . . (i)i {g^ [K) . . . {{') --gît •-*«•••• "<r 

D'ailleurs , comme nous Tavons déjà observé, il faudra,. 
dans la même hypothèse, diviser le second membre [21] par 
1. 2. 3. . . L On aura donc. 

ou 

sous les conditions 

a = fif' + A'+... + i' et g'g'\'Kn'\'..a^Vi = l. 

Application. On peut exprimer à l'aide de cette formule 
un coefficient quelconque d'une équation en fonction des^ 
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•sommes des puissances semblables des racines. Le coefficient 
ai en effet d'une équation, en supposant a^ = 0, est égal à 

{—Y Zo, o, . . . ai 
€t si Ton pose ir = 1 dans la dernière formule [25] et si nous 

* 

supposons, ce qui est toujours permis, 

g =\, h =2, . . .{ =1, et g'=z\^ h'=\^ . ,i'=\i ; 

il viendra 

t26] a, = V .(^1) ''+'-+-'' (sj\''li>\'* ■■■("]' 

^ (x.)(x,)...{x,)(îj U) \T) ' 

sous la condition X, -j- 2X, -f- • • • • ^X< = '• 

s • 

On aura, par exemple, 

_ 1 ^ 1 , ,2 _L ^ « I 
^*-^2.3.4^* ~2:2^« ^« + 3^»^»'+"2r2^* ~ A^^' 

Remarque 4*. La somme des coefficients numériques de <pi 

est (— 1) (1), divisée par les fonctionelles [g], [h], etc.j si dans 
la fonction <P\ily a g, h, etc. , exposants des racines égatuc 
entre eux. 

En eflTet si Ton pose ao = a» = a„ etc., = 1, ^l se transfor- 
mera en cette somme, et les s qui figurent dans la formule 
[21], se changeront tous en — 1. Par conséquent le signe des 

coefficients deviendra partout ( — l)'"' X (— ^r =(—!)> et 
la valeur de 9z ne dépendra que de L Or dans cette hypo- 
thèse la fonction 9/ , en remontant à son origine [18], comme s 
est toujours = — 1, deviendra 9^= — Z<p^ ^ et 9^^=— (l — l)<p^.2' 
etc., d'où enfin 

9i = (— l)!i. (l — 1) (1 — 2) . . .3.2.1. 

lifais lorsque dans la fonction <P{ il se trouve g exposants =p, 
h exposants = q^ etc., évidemment ces combinaisons se trou- 
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vent répétées (h)^ (g)^ fois de trop; ainsi il faudra di- 
viser ( — 1)' (0 par (g)j (h) . . . . 
On troavera, par exemple, qae les fonctions 

2«*P, 2o«Pt, 2a»p«T, 2a»p»T^ Sui'P'r'bcvX 
se réduisent respectivement à 

iPiii=+2. (-i)'W=-«' (-i^*-à'=-3' (■i)*;TO=+«.-(i)'i3nij=-*- 

Les formules [4] et [21] cependant, quoiqu'elles conduisent 
au but désiré, ne cessent pas de donner encore lieu à des 
calculs assez longs. Il en est ainsi de toute expression qui 
s'appuie sur les sommes des puissances semblables des racines. 
Cela dépend de ce que Ton a à tenir compte, dans ces sortes 
d'expressions, d'une multitude de termes qui, finissant né- 
cessairement par s'entredétruire dans le résultat final, ne 
servent qu'à prolonger inutilement les calculs. Supposons , 
pour fixer les idées, qu'on ait à calculer la fonction Za* p*, 
et posons pour un moment ao = 1. 

On aura, d'après ce qui précède, 

2 Zo*P' = s^ s\ - SiS^ — 2^4 5, + 2^5, 

Sj = — «1 , Si= a*j, — 2a, , 53 = — a*, + 3^i ^t — ^31 
s^ = a*, — 4a*j a, + 4a^ ^ï3 + 2a% — 4a^, 

^5=— a^t + 5a^i «t — 5a^ a% — 5a'i a^ + 5«i «4 + ^ctt ^^ — Saj, 
et l'on trouvera la* p* =: — a, a, + 3a^ a^ — 5a^. 

Ainsi, les quatre premiers termes de 5^, les deux premiers 
de s^ et le premier de s^^ étant étrangers au résultat, n'ont 
eu d'autre effet que de rendre le calcul plus pénible. Mais 
on peut maintenant éviter l'introduction de ces termes et 
écrire même d'avance la forme littérale de la fonction des 
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coefficients, qni représente i;ne fonction donnée des racines, 
à Taide d'un théorème important, dû à M. Cayley et à "M. Syl- 
vester, et dont j'ai déjà donné, dans les Annales de Tor- 
tolini (1855), une démonstration extrêmement simple. Voici 
le théorème. 

5, Troslème propriété. La fonction des coefficient» 
qui exprime la fonction des racines 

[27] 9 = lai** o,^ a^ . . .= ZCa,^' a^""* a^""^ . . . 

est de degré égal au plus grand des exposants Pi q, r , . . , 
et les indices avec les exposants qui figurent dans cJiague 
terme satisfont à Véquation 

[28] x,+2x,+3X8+. . .==2>-H!-f^+- • •= somme des exposants. 

Pour le démontrer, nous partirons de cette remarque aussi 
simple que féconde, à savoir, que les coefficients de Téquation 
donnée [1] sont des fonctions linéaires par rapport à une quel- 
conque des racines. En effet, quel que soit i, le coefficient 
ai sera, en général, de la forme 

[29] ai = M(0 0;. + N(0, 

M(0, N(0 désignant les fonctions des autres racines, hormis la 
racine (Xj , choisie arbitrairement parmi les racines a^, a,, as... 
Par conséquent , si dans la fonction exprimée par rapport 
aux coefficients 

9 = Ga^^ a,^« a^^ . . . an^"" 

on remplace les coefficients a,, a,, an^^ par leurs valeurs [291, 

on aura ^ 

[30] 

9=2a.Va;...=2C(M<'>«,+N<T ( M<-'a, + H^r*, 

et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quel- 
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conque aj sera la plos gn^nde valeur de la somme des expo- 
sants 

^l + ^ + ^8 + -««+ XjI) 

qui devra être égale à la valeur maximum des exposante 
j9, 9, r f . . . , que nous appellerons , pour plus ^e clarté , ir. 
D'un autre côté, la somme Xi + X4 + X9+...-|-Xh, représente 
précisément le degré de la fonction 9, considérée par rapport 
aux coefficients ; donc le plus haut degré de ces termes, ou , 
en un mot, le degré de la fonction, sera bien égal au plus 
haut exposant de la fonction donnée des racines. 

L'autre partie du théorème se démontre avec la même fa- 
cilité. Supposons que les racines q, p, t, . . . deviennent res- 
pectivement fto, Ap, /tr» • • M la fonction 9 deviendra (phP-^-^*"^-; 
mais en même temps les coefficients de Téquation proposée se 
seront changés en 

et ils auront gagné autant de facteurs A qu'il y a d'unités 
dans leurs indices. Par conséquent, chaque terme de la 
fonction 9 des coefficients aura gagné le facteur 

/cXi+2X,-h3X3 + ...-|-«Xn . 

Il faudra donc bien, pour que l'égalité [27] continue à 
subsister, que l'exposant de h dans le second membre soit 
constant et égal précisément à la somme des exposants des ra- 
cines dans le premier. 

Bemabque. La fonction x, -f- 2x, + ^^s + • • • + ^^^ 1 c'est- 
à-dire, la somme des produits des exposants par les indices 
des coefficients appartenants à un liiême terme d'une fonctiop 
donnée, joue un grand rôle dans l'analyse que nous allons 
exposer, et en général dans tous les développements réels ou 
symboliques des fonctions. Il sera donc convenable, pour 

Vkk D8 Bbuno — ThéorU djs formes binaires. 2 
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mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement, de lui 
assigner un nom spécial. Nous rappellerons le poids de la 
fonction^ et^qùand ce poids sera constant, nous dirons d'à- 
près M. Cayley que la fonction est isôbarique. Ainsi, dans le 
cas actuel, on dira simplement que la fonction <P des coeffi- 
cients est isôbarique et de poids p + ^ + ** + •• • 

En se rappelant ce. que nous* avons dit au N. 3, on en con- 
clurait aussi que la fonction <p des sommes s est isôbarique 

et de poids 1> + Q'4"**+ • • • 

Nous appellerons aussi équipollence la propriété dont jouît 
une fonction d'avoir son poids constant , c'est-à-dire, d'être 
isôbarique. 

Application. Prenons , ,par exemple, la fonction 2a' p. Ici, 
le plus grand exposant est it = 3, et la somme des expo- 
sants p-|-g-f-r+... = 4. Donc la fonction des coefficients, 
qui la représente, sera de degré 3, isôbarique et de poids 4. 

Donc elle sera de la forme 

Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déter- 
miner de plusieurs manières. On pdtit se servir des sommes 
des puissances semblables, si elles sont connues, en y négli- 
geant tous les termes qui seraient d'un degré supérieur à 3, 
comme on aurait pu le faire dans le cas de la fonction 2 a«p*y, 
traité ci-dessus, si Ton avait connu le théorème en question. 
On peut encore employer des équations dont les racines soient 
connues. Ainsi, les équations 

a;»— 2=0, a?»— 2aj-|-l=0, a;»— 3a!»-f-3a?-f-l=0, a;*— 2a?«-f-l=0 

nous auraient fourni les équations de condition 

C = — 2, 4A. + C = 2, 27A4-3B + 9C = 0, D+4C =— 4; 

d'où A = l, B = — 1, C = — 2, D=4. 



^n 
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Si Ton introduisait de nouveau le coefficient a^^ alors <p de* 
Tiendrait 

[31] <P = (^)'5^cOût''Oa.'»... a] 

et Ton pourrait énoncer le théorème précédent sous cette 
forme : 

La fonction 9 , par rapport aux coefficients , est , à une 
puissance près de ao, homogène et de degré ir, isobarique et 
de poids p -f- q + r . . . 

H. Hbmarque. Si au lieu d'exprimer les fonctions des racines 
à Taide des coefficients on exprimait les combinaisons des 
coefficients à Taide des fonctions symétriques des racines, on 
trouverait des propriétés analogues ; c'est-à-dire, que le plus 
grand exposant qui figure dans ces fonctions ne peut pas 
dépasser le nombre des coefficients qui figurent dans la 
combinaison^ et que le nombre des racines est au plus égal 
au poids de la combinaison^*). Cela résulte encore dç ce que 
les coefficients de Téquation proposée sont des fonctions li- 
néaires par rapport aux racines. Ainsi soit 

p p r t 

a^ a, as . . . a. 
la combinaison donnée. On aura évidemment, en appellant ir 
le ix)ids de la combinaison = ip ^2q -{- Sr-\- . . . -f- «*^ » 

^1*^2 ^3 '"^i =(— ^)''(2a)^i2ala/(2aJaia3)^..(Saia,a3... a./; 
et comme, au plus dans le développement des produits, chaque 
racine ne pourra se répéter qu'autant de fois qu'elle se trouve 
dans chaque 2, et que d'ailleurs par les mêmes raisons d'au- 
paravant les deux membres doivent être isobariques, il en 
résultera évidemment la propriété énoncée. Ainsi on aura 

( + «f = 2 OiO, 
— «1 = 2 Ci } 

^ I +û\ = 2«\ + 22aia, 

(♦) Ce théorème est dû à M.» Cayley (v. Philosophical Transactions^ 
1857); et l'on aurait pu, tout aussi bien, en faire dépendre le théorème 
du N. 5. 
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— a, = 2 «lOiOs 



— «t«« = 2 «*!«, + 32 «10*03 

- o», =2 a«, + 32 oV% +62oiO,o, 

/v — ^ M M n ^ 



«4 = 2010,030^ 

«8^1 = 2 o*iO,a8 + 42 0|0,a804 

û*î = 2 Œ*iO% + 22 o\o,a3 + 62 010,0,04 

a,a*t = 2 o\o, + 22 o\o% + 52 aSo^Oj +122 0.0,0,04 

a\ = 2o\ + 42«V, + 62oV% + 122o\o,o, + 242oio,o,o, 

Il est aisé aussi de voir que, comme les deux membres doivent 
être isobariques, soit par rapport aux coefficients qu'aux ra- 
cines, il y aura dans chaque groupe d'équations le même 
nombre de combinaisons de racines à droite qu'il y a de 
combinaisons de coefficients à gauche, c'est-à-dire, qu'il y a 
d'équations. Donc chaque groupe fournit un système d'équa- 
tions linéaires par sapport' aux fonctions 9, propre à déter- 
miner n'importe quelle fonction 9 de poids donné. 

Ainsi on pourra tirer de là successivement 

20,0,0,=— a,, 2o*i«t=— «i«î+3a„ 2a'i=— a«,+3a,a,— 3a,. 

7. Si on avait à calculer la fonction symétrique <p (<x)t <p 
désignant une fonction entière de a d'un degré quelconque, 

on pourrait se servir du théorème suivant dû àM. Gauchy. 

Théorème. La fonction symétrique 2 9 (o) étendue à toutes 

les racines de f (x) est égale au coefficient de x"" dans le dé- 

> , ^ f'lx)9(x) 

veloppement de — jp: — . 
DÉMONSTRATION. En effet de l'équation 

rw^ 1.1.1, 

on déduit, en supposant <p (x) = 8.(a?) (a? - a) + 9 (o) 

(*) Quelques-uns Tattribuent à M.* Transon (Nouvelles annales de 
Mathém, t, 9); mais bien auparavant, en 1826, M. Cauchy dans un magni* 
fique Mémoire inséré dans ïïab Baereiees de Mathématique, l'avait donné 
comme cas particulier de ses formules générales du Calcul des résidus. 
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=Ui(a?) + -2<P(a) f- 

Ml (a;) désignant une fonction entière de œ^ d'où résulte évi- 
demment la proposition énoncée. 
Observons en passant que si Ton pose 

9(«)=2&,a' 
on aura encore d'après la formule [12] 

ou bien, en posant ib^^r^V* 

2<p(a)=-log(ao + a,&' + a,&'*4-a3&'*+ . . . ) 

en supposant toutefois qu'après les opérations, on change 

les exposants en indices, c'est-à-dire d^ en W^. 

Ce qui précède sufflfc pour calculer avec assez de facilité n'im- 
porte quelle fonction symétrique des racines. Et Meyerhirsch 
{V, Sammlung von Aufgàben aus den Théorie der algebrai- 
schen Oleichungen)^ avec moins encore de ressources avait 
déjà en 1809 calculé toutes les fonctions symétriques jusqu'au 
dixième ordre. Mais depuis quelques années, gr&ce aux tra- 
vaux surtout de Cayley et Brioschi , nous possédons des 
moyens plus prompts et plus sûrs pour arriver au résultat, 
moyens fondés sàr des propriétés nouvelles des fonctions sy- 
métriques que nous nous proposons d'exposer. 
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• §11. 

Dérivées partielles des fonctions symétriques 
par rapport anx racines et anx coefficients. 



*• Les dérivées partielles d'une fonction symétrique prises 
par rapport aux racines ou par rapport aux, coefficients oa 
par rapport aux sommes ^ ont entr'elles des relations remar- 
quables , qui jouent un grand rôle dans leur étude, et cons- 
tituent autant de propriétés des fonctions symétriques que 
nous allons successivement démontrer. 

Quatrième propriété. La fonction <p envisagée succes- 
sivement comme fonction des coefficients et comme fonction 
des sommes s satisfait à V équation aux dérivées partielles- 

DÉMONSTRATION. On a eflfectîvement 
' ' TT dai ds ^ dai ds '^dch ds ^ ' ' ' ^ da ds ^ 

r r r r n r 

1341 ^^± — ^^* ^» 4. ^ ^» _L , ^- _^ 

^ ' ds efaj rf* ' rfoj rf^ •" * ' ' ■" ^a ds ' 

r r r 1% r 

D'ailleurs, 

dds i 9 i 1 
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car ^ se réduit au coefficient de a:** - » dans Téquation 



da. 



a?— a^ 



multiplié par — 1, produit marqué par le second membre (•). 
Au moyen de cette dernière équation, il viendra 

r r r ■ r r 

le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entières de li depuis 1 
jusqu'à n; ou bien, en faisant les sommes indiquées, 



d^i dsi , 1 

= a. , T-4-r 



dSi 



dSr 



}dSi 



dS -1 dS ^2^*-^di'^' "'^ f^i-r Os '^'"'^ ids} 



de là on tire évidemment 



[35y 



da. i 



pour i> r 



da 

r 

ds 



1 
r 



pour i=r 



da 



ds 



' = 



pour i <r. 



En ayant égard à ces valeurs , la [33] deviendra précisé- 
ment la [32], qu'il s'agissait de démontrer. 

Rbkabqub. De l'équation [35] on tire cette autre qui nous 
sera utile dans la suite : 



{*) Les coefficienis a étant linéaires par rapport aux racines, 



da . 



da 



i 



représente le coefficient a, privé de la racine a ou la combinaison i — 1 
àt— 1 des racines excepté la a^,, c'est-à-dire, le coefficient de «*~^""^''"^^ 

= «* *, xnnltipllé par 514 = ""^ ^*^» Téquation-— — = 0. 
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En effet on a en vertu de Téquation citée, en la multipliant 
par a^ et en sommant pour toutes les valeurs de Tindioe l^ 



''dai * 






dont le second membre est identique avec celui de réquation 
précédente. 

•• Cinquième propriété. En désignant par p la somme 
des exposants des racines dans la fonction <p, on a: 



[37] pq) r^ 



a^ 2a, 3^3 . . . pap 



1 ^ 
' dsi 



2 — 
' dSi 



Q d(p 

O, -j — 

dsz 



1 







^ dsp 



a, 



1 











a« ... a 



p-i 



Al ... a 



p— 2 



1 ... a 



P--3 



-0 ... 1 



DÉMONSTRATION. Par suite de Téquipollence de la fonction 9, 
on a 



f381 



''•^,+'^&+-+'-X-' = 0' 
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€t réqoation [32], en y faisant successivement r = 1, 2, 3, . . . p, 
nous donne les équations suivantes 



dai 



[39] 






\ da ^ *^ ds I 

En éliminant -^, -j2- . . . , ^ de ces équations et de 

la [38], on obtiendra la formule [37]. 

Cette formule n'est que Téquation [21] sous une autre 
forme. Ainsi, elle n'est pas plus propre à faciliter les calculs 
des fonctions symétriques. Au contraire, la relation [32] et 
ses semblables, qu'on en déduira en faisant varier Tindice, 
peuvent utilement servir à déterminer les coefficients numé- 
riques de la fonction <p, une fois que sa forme littérale aura 
été écrite d'après la quatrième propriété. Nous empruntons à 
ce sujet un exemple au mémoire de M. BrioschiC*), à qui l'on 
doit les deux théorèmes ci-dessus. 

Application. Soit à calculer la fonction <p = 2 a*» ^'i S » 
en fonction des coefficients. La forme littérale sera: 

<p=Aa|'a54-Ba4'ae4-Caf*aja4+Da|'é75*4-Eû^i^7+F^i'^i^5+ 

Gaia3a4+Iaia*,a4+Ha,ae+Ka*,a4+La3a5-t-Maja*34-Na*4+P«8- 
L'expression en termes des sommes ^ est d'abord 

<P = s.s^s^ — 5\ — 5355 — s,s^ + 2s^ ; 
d'où 

Wj dS\ a Si a 8-1 ds^ 

(•) Annales de Tortolini - Rome 1854. 
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fonctions que nous supposons connues d^àvance. Alors les 
équations que Ton déduira de la [32], à savoir : 

da^ • * daA ' ' d(h ' ' ^rftfi dSs 

^4-fl ^4- 4-/Z i^4.e;^ — 

^ + 8^ = 0," 

fourniront les équations de condition entre les coefficients 
indéterminés A, B, C, ... propres à les déterminer. En pro- 
fitant ainsi de ces relations et des tables, page 27 e 28, on aura 
les équations 



A + C — 3 = 0, 2D + G + B + 3 = 0, I + K + F + 9 = 0, 
2M+L-J-H — 15 = 0, G + 2N + E — 3 = 0, L + P + 15 = 0, 



E + P + 7=0, P4-16 = 0; 



d'oùA=4, B = — 9, C = — 1, D = — 2, E = 9, F = — 10, 



G=10, 1=1, H=16, K=0, L=l, M= — 1, N=— 8, P=— 16. 

I O. C'est à Taide des diverses méthodes,que nous avons expo- 
sées jusqu'ipi que nous avons calculé, déjà eu pai^tie en 1856, 
les valeurs de quelques fonctions syipétriques, que nous réu- 
nissons ici dans deux tables pour l'avantage des lecteurs. 
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Table des fonctions s ponr les dix premiers degrés 

(OD suppose Oo = 1)* 

5, = — fli, 

5, = a*i — 2a, 
Si = — a»4 + 3a| ^, — 3a, 
«4 = a\ — 4a»i a, + 4a, a, — 4a4 + 2a\, 
s^ = a*t + 5^*t ^*f + 5a4a4 — 5a,a*4 — 5ata% -{-Sa^a^ — ba^; 
s^ = a*| — 6a*4 a, +.6a', a, — 6a*| a4 — 12a| a, a» 4* 6a, a4 
+ 6a, a, — 6ae + 9a\ a\ — 2a\ + 3a«„ 

«7 = — a\ +7a*, a, — 14a', a*, + 7a, a% — 7a*, a, 

+ 21a*, a, a, — 7a*, a, — 7a, a*, + 7a', a4 —14a, a, a^ 
+ 7a, a4 — 7a*, a, + 7a, a^ + '^^i ^« ~" '^^7- 

Sg = a*, — 8a*, a, + 20a\ a*,* — 16a*, a\ + 2aS + 8a% a, 

— 32a', a, a, + 24a, a*, a, 4- 12a*, a*, — 8a, a*,— 8a*, a4 
4- 24a*, a, a4 — 8a*, a4 — 16a, a, a4 -f 4a*4 + 8a*, a» 

— 16a, a,a5 + 8a, aj — 8a*, ae + 8a, a« + 8a,a7 — 8a,, 

s^ = — a*i + 9a\ a, — 27a*, a*, + 30a*, a*, —-9 a, a\ 

— 9a*, a, + 45a*, a, a, — 54a*, a*, a, + 9a*, aj 

— 18a*, a*, — 27a, a, a*, — 3 a% + 9 a*, a4 — 36a*, a, a^ 
-{- 27 a,a*,a4 + 27a*^a,a4 —.18a, a, 04 — 9aia*4— 9a*,a5 
4" 27a*, a, a^ — 9a*, a» — ISa, a, a^ 4" ^^a «» 4" ^^'i «e 

— 18a|a,a5 -\'9a^afi — 9a*,a7 + 9 a,a7 4 ^ ^t^a — ^^9^ 
5,0 = a^— 10a*, a, + 35a*, a*, — 50a*, a*, 4 25a*, a*, — 2a% 

4- 10a% a, — 60a*, a, a, 4 100a*, a*, as — 40ai a*, ag 
4- 25a*, a*3 — 60a*, a, a*, + 15a*, a*, 4 10a, a*, — 10a«, a^ 
4-50a*,a,a4— 60a*,a*,a44-10a*,a4— 40a',a3a4460aia,a3a4 

— 10a*, a4 4 15a*, a*4 — 10a, a*4 4- 10a*, a» — 40a*, a, aj 
4- 30a, a*, a, 4 30a*, a, as — 20a, a, a^ — 20a, a4 a^ 4 5a*^ 

— 10a*, ae + 30a*, a, ae — 10a*, ag — 20at a, a^ 4 10a4 a^ 
4 10a*, a^ — 20a, a, a, 4 lOa, a, — 10a*, a, 4 10a, a, 
+ 10a, a, — l6a,o. 
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Table de quelques fonctions symétriques les plus simples 

(on suppose Oo = !)• 

2 a* p* = a%- 2aia3 -h 2a,, 

2 a'P = a*ia, — aifls — 2a\ + 4a^ . 

2 a'^P* = — a^a\ + 2a%a3 + a^a^ — 5a^a^ + 5a^ , 

2 a* p = — a^a, + a*ia^ -f 3aia% — ôa^ag — «1^4 + 5a, , 

2 a* p* T = — «««8 + 3aia4 — Sa», 

2 a* p T = — «*i«8 + 2a,a3 + aja, — Sas , 

2a'pT& = — aia4 + 5a5. 

2 a* pT=a\a8—3aia,a34-3a*,+2a,a4— a^a*!— ôa^+ûiO,, 
2 a* p* =a*|a%— 2a%+4aja,a3— 2a'ta3— 3a%+2aja4-[-2a*,a4 

— 6aia5 + 6ae, 
2 a' p* T = aja^aa — 3a*3+4a,a4 — 3a*ia4+7aia5 — 12ae » 
2 a' p' = a% — Sa^a^a^ + Sa'^a^ — Sajaj +3a*3 — 3a,a44-3ae • 

f 2 a* P^ = — a%ai+3a3a,a'i-f^3a% — 3a4a'i — Sa^i 4-2a4a,a| 

+ 7a5a*j + 5a4a3 — 7a5a, — ^a^a^ + '^i > 
2 a' p* T*= — aV4+2a,a,ai -2a5a*i+ a^ag -3a5a34-7aeai -Va, , 
2 a* PV = — ût8^fû*t+2a3Û*t+^*8Ûf 1 + 3a4a'4— Sa^a^a , — Saja^^- 

\ + 2a4a3+ ^CLs^t + Sa^aj — 14^7- 

2 a* t^^=à^^a^i —2a\ — 3a3aja^ + 6a3a%ai +3a%a* i+3a^a\ 
—9a^a^a*^ — 7a*3a,- 3a* ^a^ -{-^A^^-h a^a^ai-^a^a^a ^ 

+8a*iaô— 4a•4+'^^8<^5""8^«^e""8a'^l+8a8• 
2a«p«T•^* = a\— 2a3as+2aeaj— 2a7ai—2a8. 
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lf«.SixlèHie propriëië. La fonction^ considérée comme 
fonction des sommes s satisfait à Véquation aux dérivées 
partielles. 

rf<p 



,«, ^=.,g.+j,,*+3,.*+p,_ 



Maltiplions en effet les équations [39] respectivement par 
^1, ^, , ... s et ajoutons-les à Téquation [38], il viendra 

(«. + *.) SH-(a.+«.*.-M.)^- •+«. ^ +2*. g-h...-P<P=0 

et en ayant égard aux équations [7] et [38] on trouvera Té- 
quation [40], qui prouverait TéquipoUence de la fonction par 
rapport aux fonctions s^ en partant de celle par rapport aux 
coefSlcients a, si on ne Tavait pas déjà démontrée directe- 
ment N. 3. 

lis. Septième preprlëtë.' La fonction <p considérée 
ixnnme fonction des racines et des coefficients satisfait à 
Véquation aux dérivées partielles. 

'«' IS=-["ft+<"-'"''ls+-+'"-fe]- 

DÉMONSTRATION. En cffct puîsquc 

d^ df^ àdi . ef<p da^ ■ rf<p doz . ■ d<p d a^^ 

da^ dai rfoj ' d(h <^o< d(h da^ »•'• ' rfa^ (ija^ » 

en vertu de Téquation [35] on aura en général: 

+(<■.., + «.-.»,+ +Oi?;]- 

Par suite et par les relations [7] en faisant varier i de o à n : 



Corollaire. En posant comme avant 



tp = 2a%«/ 



on aurait 



n P-+ (n-1) a,4^ + . . . . + a^^,^ = 

^ — p^a" P't ...-g^a^p" T,..— r2 / pS ... ©te. 

Exemple. Comme vérification soit 

<p = Sa» p = a\ a, — a, a3 — 2a% + Aa^\ 

on aura dans ce cas n = 4, l> = 3, ^ = 1 

dfP Ck ^9 



> 



^^* — /7« —4/1 ^—4 

2 a* p = — ai a, + 303 , 2 a' = — a', -f 3aj a, — Sa, , 
et on trouvera: 

mais en même temps le second membre deviendra 

^2^=— 32a*p-32ct'=-3[(3a3--ata,)— a\-l-3a,a,-3a3] 

= -— 3(— a%4-2aia,)=3a\— 6a|a,. 

Comme on voit ce théorème permettra de calculer une 
fonction symétrique donnée, lorsqu'on suppose connues les 
fonctions symétriques d'ordre moindre. 

13. On peut arriver à la même équation [41] autrement. 
On trouve aisément en vertu de réquatîon/l[x)=0 
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OÙ r peut avoir toutes les valeurs, 1, 2, 3 ... n. 

Si on multiplie successivement toutes les équations qui pro- 
viennent de ces diverses valeurs de r par 

n(n — l)a4, (n — 2)a,, . . . a^_p 

il viendra Téquation 
[43] 

d(L dOLi dOb dOLi 

«^fln-Dû. ^+(«-2) «« -55;+ • • • --. ^ +^ =«• 
Multiplions-la par ^- successivement en donnant à i les di- 
verses valeurs ci-dessus, il viendra comme avant : (') 

<^l ' * itos ' • n-l lian ' ^ tfa» 

(') On peat raisonner encore plus simplement ainsi. 
S! Ton change â? en a? + /i, et si on déyeloppe la fonction qp selon les 
poiisAoces de A, q) se change en 

a ai 

D'antre part les coefficients de Téquation proposée ai, a^, €^ 

seront deyenus respectiyement 

Al =: «1 + nh 

A^^a,+ {n^\)aih + ~^K^^ ... 

A3 = a3 + (n — 2) a, ^ -I- . . . . 

K = «n +-««-1 ^ + 

De sorte que si l*on déyeloppe la nouyelle fonction q> (Ai At . • . A^ ) 
exprimée en fonction des coefficients de Téquation proposée, on aura 

<p(Ai, A,, A^) =<p+ ( n^ +(n-l) a,-^+(n-l)a,^+...+^ ) ^^^ 

\ aai da^ da^ da^j 

En comparant les deux expressions de la transformée de q> et en éga- 
lant les coefficients de \ ou retrouyera Téquation [4]]. 

Si les coefficients ayaient la forme binomiale, alors Téquation [41] de- 
viendrait : 

» 

V-^ = — (;^ + 2a, ,- -|-3a,-T^+ . . . -\- na , - — 
Luda^ \da^ ^da^^ ^ da^ ^ ^ n^l da^ 
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14. Cette même équation [43] nous amène à une autre pro- 
priété intéressante des sommes des puissances semblables des 
racines. 

Multiplions-la en efPèt par a^~ et faisons l'addition de toute» 

les équations qui en résultent, il viendra: 

relation élégante qui fera connaître immédiatement s d'a- 
près s^_y (•) 

15. De la relation [32] 

dar dOr^x dOr^t n-rdan . dSr 

on peut encore déduire d'autres propriétés intéressantes de 

la fonction (p. Ainsi on obtient, en la multipliant par s^ et puis 

en échangeant r et ^ en r + 1, /+ 1 et en ajoutant 

les équations jusqu'à i-^n-'r 
[45] 

Si. on y suppose i = au moyen des équations [7] il viendra : 



=_r„.^ (.+,). ,j^+...+^_^] 



(*) Il sofSrait du reste de faire qp =:ér <i&ii> réquation [41]. 
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De l'équation [45] en posant { = r = 1 on déduit encore 

m 

ce qui exprime réquipollence de la fonction par rapport aux 
coefficients et par rapport aux fonctions 5, comme nous avons 
déjà appris (N. 11). 
- Posons r=l dans Téquation [46]; il viendra 

[48] 

I/)rsque <p = s^^ tous le termes du second membre dispa- 

ds 
ndssent, excepté t^s-rj^, et on retombe sur Téquation [44]. 

16. ■niilènie propriété. La fonction <p satisfait à Vé- 
çwitUm aux dérivées partielles 

i«ï»ë=H.â+»...g+»'...^+-+H.i:;=o 

OM X. ^ désigne généralement la fonction 

DÉMONSTRATION. On a, en effet, 

dau ddi ddk , dai dak dUn , 

m -4- — ' — r* • • • "i 1 — j — — *-^ 

dai dok ^^ doi dax dan dak 

dait dai . dat da^ . , dak dan ^ 

dôT ^^i dâ7 ^^i 1" • • • "F ^^^ ^^^ — 

Donnons à Tindice l toutes les valeurs 1, 2, 3, . . ., n dans 
cette dernière équation, en la multipliant successivement par 

FU DB Bkuno — Théorie de* formes binaires. 3 
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aj , oj , «3 , • . • 7 «1 » et sommons. Alors, en ayant égard à 
la première de ces équations, il viendra 

Mais généralement 
[50] 

comme on peut le voir par l'équation [36] 
En substituant, on aura 

équation importante trouvée par Raabe O. 

Multiplions maintenant cette équation par - — , et sommons 
toutes les équations que Ton obtient en faîsatit varier l'indice 
^Q i = l à k = n; il viendra l'équation susdite [49], en 
observant seulement que 

dok ddi dOi 

Lorsque f = l, on aura, en supposant que p soit le poids 
de la fonction qp» 

et comme 

il viendra 

ce que l'on savait déjà. 



(•) Journal de Crelle, Tome 48. 
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Pour f=0, on a 

et Ton retrouve Téquation 

Pour f = 2» il vient 

car 



f 



Exemple. En posant ç = 2 a*P=— a,a, + 3a3, on aura 
parla [52] 

22a»p4-22aV= 

et les valeurs entre parenthèses sont précisément les valeurs 

Eh posant f = dans Téquation [51], on retrouve Téqua- 
tion [43] 

et, si Ton pose a = — — + Vi îl vient 
Mais cette équation, en vertu de [40], revient à celle-ci: 
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donc i|i sera une fonction des différences des racines. De là 
résulte cette propriété élégante, que toute racine d'une équa- 
tion exprimée en fonction des coefficients aura la forme 

^ + ^^^ fonction des différences des racines. 

16. Après avoir exposé les principales propriétés dont jouis- 
sent les fonctions symétriques, nous dirons encore quelques 
mots sur une méthode donnée en peu de lignes par Gauss 
dans les Annales de Oôttingue, 1816^ et à laquelle on peut 
avoir encore recours pour calculer les fonctions symétriques, 
méthode que nous avons été invités à faire connaître. Si à 
rheure qu'il est elle n'est plus aussi utile que les autres que 
nous avons exposées au point de vue de la rapidité des calculs, 
elle servira du moins pour Thistoire de la science. 

Observons d' après lui que, eu supposant, ce qui est toujours 
possible, p > ^ > r > . . . , on pourra de la fonction Sœ** P^T*^. . • 
soustraire un produit des coefficients de Téquation proposée 
tel que dans la différence les racines n'existent plus & la puis- 
sance p. Il suffira à cet effet de prendre le produit a^'^a^'^'a^"*... 

En effet on a, au signe près, 

af a^a;; . . . = (2 a)'-'(2 apj'-'iSapTr. • . ; 

et par conséquent, comme dans ce produit, une fois développé, 
se trouvera évidemment comprise la fonction proposée Sa^pV^...^ 
il s'ensuit qu'on aura réduit cette fonction à une autre d'ordre 
moindre. En opérant sur la différence comme avant, on ré- 
duira encore celle-ci à un ordre moindre. On finira ainsi par 
tomber sur des fonctions symétriques linéaires par rapport à 
chaque racine, qui seront les coefficients mêmes a^, a,, «s»--; 
et alors il sera facile de trouver la valeur de 2 a^P'ï^ . . 
Exemple. Soit 2 ct'Pï 1^ fonction proposée. Le produit 
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cherché sera a^ a^ a^ =i a^a^\ et on aura aisémeut et suc- 
cessivement les équations suivantes 

j ^ r a^fjb — I a I qPt^ =*= — 5aPT&€ , 

De ces équations on tire tout & la fois 
2 a'pTb = — a^a^ + Sa^ , 2 a*p*T = — a,a8+ Sa^a^ — Sa^, 
et enfin 



(*j Noas bomoni les calculs à oPt&Ci puisque nous ssTpns maintenant, 
ee qu^on ignorait au temps de Qauss, que le poids est 5. 
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S m. 



Fonction génératrice de Borchardt. 



■V. Théorème de Bobchabdt. La fonction symétrique 






OU «nûa^aj» ••?<»» 

sont les racines de Véquation 

£1] f(œ) = 0?"+ a,a?**''+ a,a?**"'+ + ûn=0^ 

e^f îe coefficient du terme 

1 t ' ' ' ' n 

e^an^ le développement^ suivant les puissances décroissant 
de V expression 

m 

OÙ par TT (t|, t„ tg, . . . , tn) on entend le produit de toui 
les différences des quantités t. 

Ce théorème est la conséquence d'un autre que nous 
Ions démontrer. 
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IS. Théobèub. Si l'on pose 



m 



W D= 



jLJ ti—<H ' <i— «» 


' t. 


— a» 


111 


• • « 


1 


[ti-ot)* «,-aJ» «.-«,)» • • 


(^i-a.)« 


1 1 1 


• • • 


1 


(h-aù* «,-a.)* (<,-<»,)• • • 


(^«-a.)« 


1 1 1 


• • • 


1 


«,-o,)« «,-aJ» «s-0,)» • • 


(h-On)* 



1 



(<•— oi)* «»-«•*)* «•-«,)' 



««-a.)» 



[S] 




fe— «1 fe— «1 ^3—03 



^~CUi 



on aura 

[6] D = TA. 

DjbiONSTBATioN. Il est d'abord évident que le dénominateur 
commun des deux membres de cette équation est 

N*=[A<,)/K^)A<8) ngi'. 

Ensuite il est aisé de remarquer que les deux déterminants 
D et A sont tous deux divisibles par les produits 

n («,, t,, ^3, . . . , tj = {t, - 1,) (t, -t,),.. (^^. - g, 

n (a,, a,, a,, . . . , aj = (a,- a,) (a,- a,)... (a^^- aj. 
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Car par Tune quelconque des hypothèses 

les deux déterminants s'annulent. 
G'est-ce qui se voit aussi directement; car on s 



1 L_ — (Oi-<«i)(2<i — Cl— a») 



_1 !__/« a) ^ 

ti- a, t^-at ~ ^ * »'(/,- o.) «, - a,) 



1 1__ — // _ / » 2««i-<i-<» 

(f,_a,)« [t,- oi)» ~ **' '»' [ti- a,)« (/,- a,)» ' 



^ -7-^=(^-^) 



\ 



Ainsi, comme, d'après un théorème connu, le déterminant 
ne change pas quand une colonne ou une ligne devient égale à 
la somme ou à la différence de deux colonnes ou de deux lignes, 
il s'ensuit que les diflFérences quelconques, a^ — a., t^ — t. en- 
treront en facteur dans les deux déterminants. Ainsi D sera 
généralement de la forme 

D = j^, M=n(^, «„^8,-M^jTT(ana„....,aJM', 

M' désignant une fonction des t et des a à déterminer. 

Pour se rendre compte de la forme de M', considérons le 
cas spécial de n = 3.(*) 



<*) La démonstration qui suit est due à M. Caylej. 
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On aura alors 


• 

1 1 1 






«,_«)t «,_p)t (<,_Y). 




D = 


1 1 1 


M 


«_«)» (<-fJ)« «,-T)» 


-N«' 




1 1 1 






{h- a)* (A.-P)» (h -y)* 




en i)osant 







N=(^-a) (^-P) («i-T) (^-a)(^-^) (^-T)(^-a) (^-P)(<3-T). 



Évidemment M est une fonction rationnelle et entière de 
degré 12 de ^,^j, *8, et, p,T prises ensemble, et dedegrré4par 
rapport à chacune de ces quantités séparément. Mais M s'é- 
vanouit pour ^1 = /, et a = p, T, . . . , et par conséquent elle 
est, comme nous avons déjà remarqué, de la forme 

où M' désigne une fonction du 6« degré par rapport à toutes 
les quantités prises ensemble, et du 2« degré par rapport à 
chacune d'elles. 

Pourtant la fonction M', considérée successivement comme 
forme du 2» degré par rapport à ^, *,, ^3, peut être considéré 
successivement comme fonction linéaire des produits 

(par rapport à «,), (^-P)(^-T)=a?„(^-a)(/,.T)=^„(^-a)(^-P)=^3, 
(par rapport à ^), (^-P)(«rT)=î/i, (Va)(^-T)=^,, (/,.a)(<,.p)=î/3, 
(par rapport à g, {tMh''^)=^i. (^3-a)(VT)=^„ (^3-a)(^-P)=^s, 



produits que nous appelons, pour abréger, a?4,a?4,a?8,!/i,!/»,etc.; 
car cette fonction ne doit pas changer par réchange des 
racines (a, p), (a,T), (P, ï), entr'elles. 
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On en conclut que M' serti représenté par le produit 

X,M,v, etc. désignant des coefficients numériques indéterminés. 
Mais ces coefficients indéterminés, doivent être égaux en 
passant d'une fonction à l'autre : car la fonction M ne change 
pas par réchange de ^^ <,, t^ entr'elles deux & deux, ce qui 
revient & dire, par rechange entr'eux des systèmes 

Donc M' sera de la forme 
{Kx, + fxa?, + va?8) (Wi + Ml/, + vy,) (\z, + }iz^ + yz^; 
mais M' ne peut pas contenir de termes de la forme 

^1 Vl ^1 » •^l I/l ^1 » ^1 1/ t 5 • • • > 

parce qu'alors elle serait d'un ordre supérieur & 2 par rapport 
& quelques-unes des quantités a, p, y; donc les seuls termes 
admissibles sont les termes en Xiiy. Donc, en posant Xjyiv=:E, et 

ou 



Q = 



(<.-P)(/.-T). «.-T)«i-a), (<,-a)«.-p) 
(<i-P) (<»-T), a«-T)(<i-a), |/,-o) (<,-p) 
Us-P)(f»— f), «j-T)(fs-a). (<3-o)(/,-p) 



en convenant toutefois de changer dans ce déterminant les 
signes — en +, il viendra M' = KQ. 
On aura ainsi 

T^ _ (tj-tt) «1-fe) jt^-h) (g-P) (tt-T) (P-T) KQ -KQ 

"- N •ir=^ir' 
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en posant, comme toujours, 

1 



A = 



^i-a' <i-p' ^,-T 



^i-a* fc-p' ^,-T 



Hais observons que, en vertu de la valeur susdite de Q, on a 

1 1 1 



ti—a tr-fi ^1— T 



KQ 

N 



<i— o ^r-P ^t— T 



(•). 



^3— a fe— p ^r-^ 

en désignant ainsi, pour un moment, une fonction formée 
. comme un déterminant, & cela près que Ton changera toujours 
les signes — en 4-- 
Or ce déterminant ainsi formé n'est autre chose que 

'^~2j (ti-a) (^-p) (^3-T) • 

D'ailleurs, par la comparaison d'un seul terme des deux 
membres de l'équation, on trouve aisément K = l.. Par con- 
séquent, D = AT. C.Q.F.D. 

En raisonnant de la même manière généralement, on trouve 
que réquation susdite a toujours lieu. 

19. On peut passer maintenant à la démonstration du 
théorème de Borchardt. Observons, en eflFet, qu'on a 

r,*i * / 1 \ 1.2 ^ (^H ^H ^3 , . » ., tn) TT (tti, Oj, 03,..., an) 



(*) Il suffit, pour le Toir, de diyiser le déterminant ligne par ligne 
BQccessiyement par 

itt-o.) (ti-?) (/.-T) , (<.-o) «,-p) {tt-f) , (h-a) (/3-p) (^s-r), 
OU bien de le dlTiser tout à la fois par N. 
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Il suffit efFectivement de se rappeller que la fonction A est 
divisible par toutes les différences t^ — t.^ a^ — a et qu'en 
réduisant ensemble tous les termes du déterminant au même 
dénominateur, on trouve, pour celui-ci, 

f(ti)f(Qf{Q....f(tJ. 

Convenons maintenant de soustraire dans TT toujours t. de t^ 
si j<i^ ce qui équivaut» & soustraire dans A une ligne 
inférieure de la supérieure. Alors, pour chaque combinaison 
le déterminant acquerra le facteur — 1 , c'est-à-dire que 
le déterminant acquerra le facteur (— 1)— g— , n étant le degré 
de réquation. 

Maintenant observons que le déterminant D peut être con- 
sidéré comme le résultat de la différentiation de A par rapport 
à toutes les variables ^|, ^1,^3,...,^ , ou que 

[8] D = (-irD<,D^,D^^...D;.A, 

car par ces différentiations successives on introduit le facteur 
— 1. 
Donc 

^^^ ^ n «...g, «») M)» D, D,, . . . D,, [ ^"/;;;;r::^L) ] 

A „ f ^ TT (/i, tf, /a, ..., tn) 

^ '"" "*' •••• "" 'At.)M)At,)Atn} 

m 

Maiutenant, si on développe la fonction 

suivant les puissances descendantes de f^, ^„ ^3, ...,<^, évi- 
demment la fonction 



— do- 
sera associée au signe près avec le terme 



(i;r (i)" (y^ ■ • ■ [h) 



car il suffira, pour obtenir ce développement, de poser en 
général 

Mais, comme le second membre de Téquation [9] est exprimé 
en fonction des coefficients (a) de Téquation proposée, il en 
résulte qu'on pourra obtenir de cette façon n'importe quelle 
fonction symétrique à Taide du coefficient du même terme eu t 
du second membre. 

Par cette raison cette fonction a pris le nom de géné- 
ratrice. 

Son développement direct donnerait 



T= 



^t g ^ • • • . 



I 

a* 



où Ton a généralement 

et Ton trouverait une fonction de cette forme 

Ah) Ah) ...At) 
où (0=1.2.3. ..i. 

Nous ne donnons que les premiers et les derniers termes; car 
Texpression générale d'un terme quelconque offrirait des com- 
plications de calcul insurmontables. 
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90« Mais nous pouvons maintenant, d'après le désir exprimé ' 
par M. CayleyC), donner à cette fonction génératrice une 
autre forme plus propre aux calculs, lesquels, même par la 
formule [9], seraient tout à fait inabordables en opérant 
par des diffërentiations successives. 

A cet effet, observons que puisque, en vertu d'un théorème 
connu et en adoptant la convention ci-dessus pour TT, on a 



n(n-l) 

{10] (-i)i«n(^,^,...,g = 



1 »| V I . • • • V| 

*1 V f • • • »f 



n-1 



n-l 



n-1 



la fonction entre parenthèses pourra s'écrire ainsi qu'il suit 



^ ' n^)/^(^)•■•A«„) 



1 


ti 


ti* 


Ati) 


Ati) 


Ati) 


1 


tt 


f* 



ti 



' Atù 



«-1 



At,) /(« /(« • • • /(« 



^1 



t\ 



C* 



Atn) Atn) Atn) ' ■ ■ At*) 

€t par conséquent, en différentiant successivement par rapport 
à <„ <„ ..., t. il viendra 



[11] 



«1 <t 



*nL/(W/(W.../U*.)J 



_ -M) 






f[timhY f{tn)' 



n-% 



«-1. 



nh) m-tfih) ^uf[t,yt^,f%) . . . (n'\]tr f\^,ytrrM 



«>) 



»-i. 



rw txti't^it^ 2t/(t^'tv{t^...(n'i)tr nt^'trrM 



ntn ) fitn htn fitn ) 2tnf(tn)''t'^nr(U). .(nA)tl'^f{tn )-CV(^» ) 



(•) Cayley, a memoir on the syvnmetrxc functions, — London, 1^7. 
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et partant la formule [9] deviendra 



81 



(fi-l) («4-f) 



(-1) 



n^)...A^jn(<n...,g 



rw r('f)-'i/t<i) (nA)t;^'^f{tù-tr^r{ti 



n-f. 



««-1 



ntn) f[tn)'tn fitn ) (»-1)CTv<« X' H^n) 



et Ton remarquera aisément que le déterminant du second 
membre est divisible par 

et qu'ainsi, dans ce qui suit, le diviseur TT n'existe qu'en 
apparence. 

5Sft.En posant ^^ = 2--^, on pourrait encore écrire la 
formule de Borchardt ainsi qu'il suit: 



3J 



n-i 



-ir*n(^,...gT= 



^#-' 



'«2--^,..(n-l)f;^. 

*1 



C'2 



Pi 



ti 



p+1 



^2 



H 



p^+ 



<t'» 



r,w.2-^,..(n-i)r- 



•^» 2 r 



«/« 



n 



•t 2 rv(^ — 1)^ — t S - 



n 



n 



Quoique cett^ forme soit loin d'être aussi convenable pour les 
calculs que la précédente [12] exprimée directement en fonction 
des cœflScients, elle fournit néanmoins une méthode pour dé- 
velopper cette fonction suivant les puissances descendantes de 
^it ' ' ' t ^n-i ^^^* ^®® coefficients sont exprimés en fonction 
des s. De là on peut conclure que la fonction génératrice de 
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Borchardt, qui en elle-même est une magnifique transformation 
analytique, ne saurait en pratique conduire & des résultats dif- 
férents de la formule [20], plus ancienne, et qui donne de suite 
la fonction symétrique exprimée en fonction des s. 
99. APPLICATION. Soient les équations 

Posons ^ = 0?, U = y^ '3 = ^; 
on trouvera directement , dans le premier cas, 

1 ■ 1 _ 2a?y-(a + p)(a? +y)+2ap 

(a^-a) (y-p) -T (a?-p) ly-^) [x-a) ((r-p) (y-a) (y-p) ' 

ou T = ^^^-^^(^+y)+^^ • 

{ax*+ hx + c) {ay*'\' ^y + <?) ' 
et, par la formule de Borchardt, 

a?— y « y L/(a?)/(y) J 
ou bien, par notre formule [12], 



T= 



1 



{X'y)f[^)Ay) 



f{X)yAX)'Xf(X) 

fiy)J{y)'yfiy) 



T = 



— 1 

{x-y) (x-z) {y-z)A^)f{y)f{z) 



ou 

[14] 



if{x)f{yhf(x)/{y) + {x-y)fxfy] 
ix-y) Ax) Ay) 
___ 2a*xy+àb(x+y)+ae 
aoH-àx+c) {at/^+by+e 

Dans le second cas, notre formule donne, 

fiX) Aic)-x'f{x) 2x/{x)'a^f[x)\ 

A {y) /(y) - y/' (y) ^y/ip) -y'/lyi 

-(x-y) (x-z) [y-z)Ax)Ay)f(z) T = 

daj/^+2by+e 2ay^+by^'-d «y*— <îy«— 2rfy 
âa^+2J^+c 2a^ + ^«*— ef a^ — <î««-2rf« 

1 a? a?* 



Posons A*=(â?— y) (a?—;?) (y— ;8) = — 



1 z z^ 
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et généralement, pour abréger, 



[1 x" a?'] = 



\ X œ 



1 



y y 



1 fc i 
\ Z % 



on aura /(a?) f(y) f(z) AT = 

= 6a»a?V^* I la? a:* | — 12a*da;i/.ar | l^a?* | +3a*d | la?*a?*| 
-|-6a<î* I \omd'^ I -f4a*&|la?*a;'|-|-4a&^^^|l^^* I +2a&'â:yz|la?ir'| 
+2aM 1 1 a? a?* I — 2&crf | loro?* | +2ac« | la?*a;» | -^Aacd \lœx^\ 
+ûèc|la?»a?*l+2&crfl la?a?*|; 

et, en observant que 

\\x a:^\ = — A(a? + î/+z), 

|la;*ir' | = — A(a?* + I/ + ^'2r + I/^)» 

|1 a: a;* I = — A (a?*+!/*H-^*+^4-^'2:4-y.î), 

1 1 a?» or* I = — A (a?*i/* + V*^* + ^'-î* + î/*^'^: + a?'î/^ + ;î*a?î/) , 

/lar«a?*|=-A(a7+y)(a;+:j)(y+z), 

on trouvera cette expression égale & une fraction dont le nu- 
mérateur est 

^ad' 1 



+4acrf 


x-^y-j-z 


+ 2aM 


^*+î/'+^' 


+ 2 (aM+ac*) 


xy-]- xz-^yz 


+6(a*d— a&c) 


xyz 


+(a&c4-3aM) 


^* (y-ï-^) +1/* (^+-2^) + ^* (^+2/) 


+2(a*c+a&«) 


a?*y:2: + y^^^ -\-z*xy 


+ 2aV 


x^y* + a?*;?* + y*z* 


+ 4a»& 


a^y'^z + a;'^*î/ + y'^'a? 


+ 6a» 


a?*i/'^* 


et le dénominateur est f(x)f(y)f(z). 


Fa\ db Bbuzio — Théorie des formes 


binaiVei. 4 
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On trouverait aussi, en retranchant une ligne de l'autre dans 
le déterminant du second membre de [14], que ce second 
membre se réduit à 

3a , 2a(x-\-y-\-z)-^b , a(a?'-fl/*+'2^*+^+^^+y^)— ^ 

—c(x^z)—zd 
3az*'}-2bz-{^ , 2a;5'-H>2*— d , az^—cz^—idx 

et on retomberait ainsi, après des calculs faciles, sur la valeur' 
ci-dessus de T. 



■ 'î 



:4 
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i IV. 



Gonstraction des tables des foncttons symétriques. 



fti. Les premières tablas ont été publiées par Meier Hirsch 
en 18190; Fauteur y donne toutes les fonctions symétriques 
JDsqn'à celles d'ordre 10. Il les a calculées au moyen des 
fimctioDS des puissances semblables des racines. Comme il 
ignorait toutes les autres propriétés découvertes dans ces 
dernières années, on peut concevoir quels immenses calculs 
n lui aura fallu exécuter pour arriver & la détermination de 
ces fonctions. Aujourd'hui, grâce aux propriétés de Téqui- 
pollence de ces fonctions et aux équations aux dérivées par- 
tielles auxquelles elles satisfont, on peut de suite en écrire di- 
rectement la forme littérale, et puis calculer successivement 
et contrôler les coefficielits par les diverses méthodes que nous 
avons exposées. 

M. Cayley qui a reproduit ces tables dans le Philosophical 
Transactions^ 1857, a remarqué d'autres propriétés qui faci- 
litent beaucoup la construction de ces tables et permettraient 
môme de les étendre très-aisément. C'est ce que nous allons 
exposer, en y joignant quelques autres remarques qui peuvent 
aider beaucoup à la recherche des coefficients numériques. 



(*) Cette page était déjà pi^te pour rimpression lorsque j'ai appris 
^tj'ai en effet constaté que Vandermonde dès 1771 était déjà en pos- 
"^ion de la formule deWaring, et avait construit des tables des fonc- 
tions symétriques, sans pourtant faire connaître la marche des calculs 
9^'il a suivie. C'est donc à lui que revient la gloire des premières tables, 
^^is il faut avouer que celles de Meier Hirsch, plus claires et surtout 
^tnpagnées des démonstrations nécessaires, ont été plus employées. 
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Nous appellerons d'abord combinaison des coefftctents 

produit quelconque 



"*i "'s "•3 



a 



r 

qui figure dans l'expression d'une fonction symétrique. ] 
Si cette fonction est de degré { et de poids p, on aura ^ 

[1] m\ + m'g+ m'3+ ... m'^ = l. 



P] 



^i *^'i + ^ ^'t + WÎ8 ^'« + • • • + ^r^'r ^=^P' 



Cela posé, nous appellerons combinaison associée des racU 
le produit 

(a, a, . . . a^ )'^i(p,p, . . . p^, )"*« (t^T, . . . T^, )"*; 

l î s ' 

et, en supposant 7W| > m, > wig >. . ., par ordre décroissant 
de grandeur, combinaison conjuguée le produit 



♦»- 


J^rA-^r 


r 


a r f f 


/ ce / r 


frtj-*-Wlg-f- iHq-*- • . 


. -♦-Wl »li-4-|»2"^ 



m -m m -1 
r u ' f (1 r 



Exemples : 


^1 


fl 


Combinaisons des eoeffieients 


Coilinaisons assoeiies 


CoiUnaisou e«ijigiiN|| 


aiO^Oz 


a\ a», a*3 


Z tf*i a\ Os 1 


(1*1 (i\ ^- di di <i\ di 


a*i a*i a*3 aU 


X a*i a». 


0^\ Ch — ^i ^i ^1 (h 


a^i a, 03 04 


2 a*i Os as 


a\ ^3 — eZj di d^ 


a^i a*i a*3 


2:0*10,03 1 



Comme on voit, les combinaisons associées résultent des 
combinaisons des coefficients en changeant les indices en 
exposants, tandis que, pour les combinaisons conjuguées, la loi 
est moins simple (*). Pour la retrouver facilement, remplaçons 



(*) Voici une méthode pour former facilement les coqjaguéei. On 
remplace chaque indice de la combinaison par ane ligne d'unités; poil 
on somme les colonnes : les sommes seront les exposants des racines. 



!• 
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chaque lettre a^ par sa valeur en fonction des racines, que 
nous appellerons pour le moment a, p, t, ^ . • . , on aura 

«i«t«,= (-2a) (+2ap) HSaPT) a%a\ = (2ap)*(2o)\ 

d'où il résulte que parmi les fonctions symétriques dans les 
seconds membres il y aura certainement celles qui provien- 
nent des produits des lettres même o, P,t, . . . qui figurent 
sous les signes S ; à savoir 



2«'P*T pour a^a^a^j 
2a*P* pour a\a}^^ 



So^Pt pour a'iûa, 
2a*P*T pour a^cg. 



Il est aisé de voir que les combinaisons associées ou conju- 
guées seront de même poids que la combinaison des coefficients. ' 

Cela posé, observons d'abord que: 

*5. Théorème. Une fonction symétrique 2 a** p' t*^ . . . con- 
tient la combinaison des coefficients conjuguée avec le 
signe + ou — selon que le poids est pair ou impair. 

Pour fixer les idée^, supposons qu'il s'agisse de 2 a*PT, dont 



Exemples: 

1 
ajajaj, 1 1 ; 


a\ 


a\. 


1 1 

1 


ÛS 


1 

111 
4.1.1 

O^lOjOg 


9 


O3 


« 

1 

•în 


3.2.1 


4.2 
o^oS 


3.1.1 

o'iOtOs 

o^Pt • 



Cela revient éyidemment à écrire autant de fois chaque racine a, p^T*** 
qu'il peut y avoir d'unités dans les coefiScients de la combinaison. Récipro- 
quement, en déduisant des conjuguées les combinaisons, en écrivant les ex- 
posants en colonnes et puis en sommant les lignes, les sommes seront 
les indices. 
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la combinaisou conjuguée est a?^ a^. Je dis qu'en posant 
[3] 2«*PT = A + Ba«,a3n, 

on aura B = l. 

En eflFet, a^a8={— 2a)M— 2aPT)=-f 1.2o*PT+.--> 
et 

[4] 2a*PT= A+ 1. B 2a*PT+ 

Si l'on répète cette opération pour tous les termes de A, 
réquation [4] doit être une identité: or il n'est pas possible 
que la fonction 2a*pT soit contenue autre part que dans a^^a^. 
car tous les autres termes de poids 6 et de degré 4, 

a*i a% , «j a, a^ , 

ne peuvent reproduire 2a*PT, puisqu'ils fourniraient des fonctions 
ne contenant que trop ou pas assez des lettres a, p, t, . . . 11 
faudra donc que Bt=l. 

En général, on verra qu'il n'y a qu'une conjuguée unique 
pour une combinaison donnée, et qu'ainsi tout terme dans A, 
différant de celui qu'on considère au moins par une lettre, 
fournira des lignes différentes de traits et par conséquent une 
autre fonction conjuguée. 

D'ailleurs, d'après les valeurs des coefficients a^, a„ aj, .... 
• en fonction des racines, le coefficient sera rf- ou — selon qu'on 
aura, pour la combinaison af c^ ci^ • • • / 

(-in+i)Vir- . .=±1, 

ou selon que 

ce qui achève de démontrer le théorème. 

ftO. En second lieu, M. Cayley observe qu'en disposant les 
fonctions symétriques appartenant au même poids sous forme 



(*) On yerra aisément que les combinaisons conjuguées sont préci- 
sément celles qui^ diaprés la méthode de Gauss, serrent à réduire la 
fonction donnée des racines à un ordre moindre. 
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ie taUeaux synoptiques, le coefficient numérique appartenant 
inné ligne a et à une colonne &, est égtil au coefficient nu- 
fflériqae de la colonne a et de la ligne b. On peut voir dans 
Im Annales de Tortolini^ 1858, une élégante démonstration 
tonée par M. Betti de ^tte propriété. Nous ajouterons seu- 
lenoit cette remarque, que, si le premier coefficient affecte 
une certaine combinaison C appartenant au développement de 
bicmction symétrique S, le second appartient assurément à 
une combinaison associée de S dans le développement de la 
Ibnction symétrique associée de C. C'est cette observation 
qui nous a suggéré Tidée d'un autre airangement des tables, 
qui a paru pour la première fois dans les Comptes rendus 
de V Académie des Sciences de Paris ^ 1873. 

Les séries des coefficients numériques qui figurent dans les 
tables jouissent encore d'une propriété singulière, à savoir: 
si on les multiplie successivement terme à terme par les 
coefficients numériques polynomiaux correspondants au poids p, 
et qu'on additionne les produits, on aura autant de sommes 
égales à 0. 
Cela se déduit immédiatement de l'équation 

(a + p+T+...+Xr=(-a/. 

En prenant par exemple la table d'ordre IV on aura 





1 

X 


4 
X 


6 12 

X X 


24 

X 


■ 
■ 

m 


IX 


— 4!-H 

1 


+2:-4 


-fl 





4X 


-m;-i 


-2 1+1 







6X 


+21—2 

1 


1 

+1 







12X 


—4 +1 









24X 


+1 


1 




1 



Sfue 1 



Cette propriété pourra être très-utile pour contrôler 1( 
calculs. 

m. Construction d'une table (V ordre p. — On écrira, pa.K' 
exemple, à gauche toutes les fonctions symétriques de poids p^ 
en commençant par 2 a** et en descendant jusqu'à 2 aPT ... X ^ 
en supposant que les racines a, P,T, •.., X soient en nombre p» — 

Ou bien sur le haut du tableau on placera toutes les com^— 

binaisons associées des coefficients qui seront d'ordre p^ 

Pour y arriver d'une manière plus prompte et plus sûre, oim 

observera que ces combinaisons peuvent se partager en deii:c 

groupes, dont l'un est composé de combinaisons conjuguées- 

de celles qui sont dans l'autre groupe; quelques-unes sont^ 

conjuguées à elles mêmes, et celles-là nous les avons écrites^ 

avec des caractères plus gras. Ainsi les combinaisons «^, «,, 

a^a^n^^ sont de ce genre, car elles se transforment toujours 

en elles-mêmes, soit qu'on lise les traits 111 1111 

11 11 
1 
1 

verticalement ou horizontalement. D'ailleurs, on verra comme, 

par exemple, la combinaison des groupes de droite (tableau VIII) 

/llllllv 

aga*i est la conjuguée de la combinaison a^p}^ ( 1 jplacée 

dans le groupe de gauche. C'est par cette raison que dans nos 
tableaux les combinaisons conjuguées sont placées symétri- 
quement à droite et à gauche des combinaisons neutres. On 
conçoit alors qu'il suffit d'écrire la moitié des combinaisons 
pour en déduire immédiatement les autres, sans crainte d'en 
oublier aucune. 

Reportons-nous, pour fixer les idées, à la table II des fonctions 
symétriques des racines de poids 10. 

Si, à partir de a^o» on écrit les combinaisons des coefficients 
aetti, agtij, etc., et qu'on les change dans leurs conjuguées, 
on retrouvera les combinaisons à droite des deux combinaisons 
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m^m^m^m^j «5«t^^ lesquelles se changent en elles-mêmes, 

comme on voit par les traits i i i i , i ^ i i i 

111 11 

\ 11 1 

1 1 

1 

Ces combinaisons conjuguées sont placées à droite et à gauche 
à la même distance. Ainsi, au 9* rang, la combinaison a\a^a^* 
est la conjuguée de a^a^a^. De cette façon, il ne sera pas 
possible d'en oublier aucune. Gela fait, on écrira à gauche 
les combinaisons associées des racines, et tout sera prêt pour 
les calculs. 

Puis on remarquera : 

1* Que les coefficients sur la diagonale sont ( — if; 

T Que les degrés de? combinaisons ne peuvent pas dépasser 
le plus grand exposant de la fonction; 

3* Qu'il suffit, par la propriété [26], de calculer la moitié 
des coefficients, puisqu'ils sont symétriques par rapport à la 
diagfonale; 

4t Qu'au moyen des formules [4] et [25] du § 1" , on 
peut calculer de suite les fonctions s et les fonctions de la 
forme Sct'p T .... ; 

5* Qu'on peut, à l'aide d'une méthode que nous allons 
expliquer, déterminer d'un seul coup 4 lignes ou 4 colonnes 
par des calculs très-simples. Cela seul suffirait pour écrire de 
suite les 7 premiers tableaux^ 

A l'aide de ces remarques, de toutes les propriétés dé- 
montrées sur les fonctions symétriques et des contrôles que 
fournissent les sommes N. 4 (remarque 4) et N. 26, le 
calcul des tables ne sera maintenant ni trop long, ni trop 
pénible. 

**. Voici actuellement les formules qui servent à trouver 
les 4 séries de coefficients dont nous avons parlé. Dans le 
tableau renfermant les valeurs des fonctions symétriques de 
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poids p, figurent en premier lieu les combinaisons a y a ^ a,, 
a gtt,, ûj itt*!, que fournit la table suivante : 



[5] 



ctionis 


FORMUI-E8 


1 "' 


(-i)r(i)P 


] V.«i 


-(-i)'[pr(o-r,(P-i)ru-i) 


«p-8^2 


- (-l)'lP ra)-r.(r.-l)(p-2) r(I-2)-2J-.{p-2) r(M)l 


[ %.A 


(- l)'lp r (i) -r. (p-l)r (M)- r, (p-2) r{M) 



Dans ces formules, 

[6] r (0 = 1. 2, 3 (i — ih 

p est le poids de la fonction , 

r j, r, indiquent le nombre des racines contenues dans la fonction 

au !•' et 2* degré. 

On divisera ensuite les nombres obtenus par 1.2. 3.4... i, 
si i est le nombre des racines affectées du même exposant. 

Exemples: 

2a*P*T; on a p=7, t=3 ; coeff. a7=(-l)«7.1 .2 = - 14 ; 
2a'P*T; on ap=6, ^==3; coeff.a5a,= - (- 1)^ (6. 2-5) = + 7 ; 

2«^PV*e; on ap=8, 1=5, coeff. a,a,= - (.,,.Pn5W|W(4n 

'=—4; 

2tt'P*T»6; on a p=8,Z=4; coeff. a,a,»=^*[8r(4)-7.1.2-2.6.2]=+5. 

Pour démontrer ces formules, observons d'abord que les der- 
nières équations [39] (§ !•' ) donnent 



dq> 



ddp-^ 



+a.#-+a,:^+(p-2)#-=0, 



m 



dap-i 

d(p 
dap-i 



da 



dSp^i 



+«.# + (P-l):^=0, 



dai 



dSp-i 



^ +p^=a 



da 



dSi 



•— âV ~~ * 

Mais, par les formules [21] (§ l«r), on sait que 

^=Hl)'"'l.2.3...{i-l), 

ce qui, en vertu de la dernière formule [7], fournit l'équation 

g- = (-l)'l.2.3...(f-l)p; 

or a désignant toute la partie litérale comprise dans le pre- 
mier membre, puisque le poids est p, il s'ensuit que le terme 
contenant a sera 

[8] ^ (-l)'l.2.3....(i-l)i)aj,= (-l)'r(i)PV 

Passons à la seconde des formules 151. 
Supposons en premier lieu -r^— = ; alors la seconde é- 
quation se réduira à 

^ = _(_l)V(Opa., 

et par conséquent le terme en a ^ a, sera 

[9] -(-l)'r(Opap.iai. 

En second lieu, si la fonction <p contient s _p cela ne peut 
être qu'à cause de quelques racines a, p, y qui figureront dans 
cette fonction au premier degré, par exemple, au nombre de r,. 
Par conséquent le terme en 5, 5 ^ sera répété r^ fois ; d'ailleurs 
son coefficient numérique, d'après les formules [21], sera 

(-l)Mr(f-i), 

et ainsi 
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et, d'après la seconde équation [7], 

^ = -M)'r(Opa, + (-l)^V.(D-l)r(î-i)a,; 
donc le terme en a .a* sera 

Pour les termes en a ^a^ , a ^a^ , on observera que la fonc- 
tion <p ne peut contenir de termes en *^qne conjointement 
à 5, ou a s*i, et que ceux-ci ne peuvent provenir que des racines 
existantes dans <p au premier ou au second degré. Cette 
seule observation, en s'aidant de l'exemple ci-dessus, suffira 
pour retrouver la S"* et 4""* des formules [5]. 

On pourrait poursuivre la même voie pour déterminer les 
coefficients des colonnes suivantes 

mais les opérations devenant de plus en plus pénibles et par 
suite inutiles, nous ne pousserons pas plus loin cette recherche. 
^O.Nous indiquerons encore un moyen pour faciliter les calculs 
des tables, qui pourra être souvent utile. Supposons qu'on ait à 
calculer Sct^P^T au moyen de Sa^^P^, qui est déjà connu. Conmie 
on a 

2 aPp^ (a + p + T + .. .) = 2 aP-^'p^-h Sa^'P^-^-^-f- Sa^p^T . 

de sorte que 

2a''p^T = -eii2aPp^-2aP+^P^-2a''p'-^*; 

il s'ensuit que chaque terme de la ligne correspondante à la 
fonction Sa^'p^T sera égal et de signe contraire à la somme 
des coefficients correspondants dans les colonnes aux fonctions 
2a^'*■^P^ Sa^'P^'^', et 2 aV, dans la table précédente. Dans le 
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cas de 9= 1, il faudrait diviser la somme par 2. De cette façon 
si on avait à calculer la table de poids XI, on déduirait immé- 
diatement pour les termes coirtenant ai , 

^«•Pt de 2«^P(t.x), 2a»p, 2a»p« 

2«'P'T » 2à'P'(t. X), 2a«P' , 2«'P* 

2fl^P*T » 2ct»PMt.x). Sa'p*, 2a«p* 

On pourra généralement par cette méthode obtenir une 
fonction d'une table par quelques fonctions déjà calculées des 
tables précédentes. Ainsi (voir table YIII et VU), on aura 

22(i*p»Tl> = — ai2a<p»T + 22a*PV-2a*P'T-2a»p»r, 

et en particulier, pour le coefficient de a^a^*, par exemple 

• 

, ^_ -8 + 2-(-21-(-9)-(-3) 
+ 4- 2 
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8V. 

Sur les fonctions symétriquei 
des différences des racines. 



30. On peut exprimer directement en fonction des coefficients 
les sommes des puissances paires semblables des différences 
des racines. 

Ainsi on aura généralement, pour l pair, 

où le second membre ne serait que la moitié du*développement 
symbolique de (s — 5)'. On aurait, par exemple, 

2(a—P)* = 5o54— 45,58+3^1 

2 (a — P)^= 5o5e— 65iS5-f- 155,^4— lOcVj,'. 

DÉMONSTRATION. On a évidemment, par le binôme de Newton, 

Si maintenant nous y remplaçons successivement œ par a, 
p, T . . ., et si nous faisons la somme des résultats de toutes 
ces substitutions, en observant que pour l impair 2(a — p/ 
s'annule, il viendra 

ou 22 (a — P) = sj— 1 5i5^_^+ -^^^ ^« Vb"^ • • • " 

Mais dans ce môme cas les termes du second membre se 
doublent aussi; excepté celui du milieu, qui par conséquent 
dans la division par 2, se trouvera réduit à moitié. 
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L'équation [1] peut servir à calculer n'importe quelle fonction 
Vf des différences des racines à Taide des sommes indiquées 
dans le second membre, sommes que nous appellerons S^ comme 
on a appris à calculer toute fonction <p à Taide des fonctions s. 
On n'a, à cet effet, qu'à décomposer la fonction h' en sommes S 
parla formule [21 (parag. !«•)], puis à calculer les S par la 
formule [1]. 

Exemple. Soit ^ = 2 (« — P)*(t — b)* la fonction donnée. 
On a, par la formule [21 J, 2 v == 5,* — S^ et 
• 

15, = «1* — 2a, , 
«8 = — a/ + Sùia^ — 3a3 , 
5, = a/ — 4a,«a,+ 4a,a8— 4a44- 2a,* ; 
d où 1 on tirera 

v=2(o— P)*(t— 2>)«=3a/ + 22a,* — lea^^a, — 2aia8+8a4. 

Exemple II. Soit v =2(« — P)Mt — ^)' (^ — «).* et n = 5. 
On aura 

6m' = S,'-3S,S4 + 2So, 
où 

S, = 55, — 5,* , 

S^ = 5^4 — 45i53 4- 35,* , 

Sq = 55e — 65i55 + 155,5^ — IO53* , 

et 

^=z^,^ — 30ai*a, + Sla^'a,* — lôa^^aa — 80a,' 

+ 50aia,a3 + 20ai*a4 — 25a3* — 50a,a4. 

On pourrait, en poursuivant la même voie, calculer les produits 
3 à 3, 4 à 4, etc. des carrés des différences, et Ton formerait 
ainsi aisément l'équation aux carrés des différences des racines 
de n'importe quelle équation. 

31. Au lieu de passer par les fonctions S on peut passer 
de suite par les fonctions s ainsi qu'il suit. 



! 
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Nous avons déjà observé (§ II) que, si Ton pose 



P = 






Oi 
0,» 



Os 
0»' 



eu 

04' 






«-1 



a 



ii—l 



M— 1 



«— 1 



on a 



P = n(a,,a,,...,a ) 



Or, si on élève au carré le déterminant P à Taide des règles 
connues, en multipliant les lignes entre elles, on aura 



[2] P«= 



*0 


Si 


Si 


Si 


Si 


Ss 


s% 


Ss 


Sa 



•••■••• 



••••••• 



Sn 

Sn-^l 



*n— 1 'n '«+1 'i»-« 

cela ayant lieu pour toute valeur de n, il s'ensuit que Ton aura 

^0 'i St 



[3] TT*(a„a,) = 



^0 *i 

^1 Si 



TT* (a„ Ot, On) = 



, etc. 



Si St Ss 

S± S^ Si 

Mais si maintenant les fonctions s, au lieu de se limiter aux 
formes de degré 2,3, etc., s'étendent jusqu'à la forme de degré n, 
il est évident qu'en décomposant les nouveaux déterminants en 
. déterminants d'éléments simples de la forme [3], on aura, pour 
une forme de degré n, 



[4] 



^0 'l 

Si Si 

So 
Si 
Si 



= 2n*(a,.ai) , 



^0 'i Si 
Si Si s^ 
Si S3 Si 



= 2n*(aha«ia3), ..., 



^1 Si 

Si Ss 
S3 Si 



Sr-i Sf 



W-^1 



Sr-1 
*r+l 



= 2 TT* (qi, 01,03,..., a^). 
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On Toît ainsi avec quelle facilité on peut obtenir Texpression 
des fonctions symétriques des carrés des différences des racines. 

Ces fonctions peuvent se calculer facilement à Taide de 
l'artifice suivant. 

On a, en ayant égard aux équations [7] N*2 (*), 









*o Si 




*0 » '1 + di Sq 




«, (»-l 


)a, 






Si St 




Si ^Si+aiSi 




«1 , 2a, 


» 


h Si S:s 


— 


i 

«0 «1 Si 
Sq Si Si S3 




1 , ai , a, , a» 

• 

, *o 1 Si+atSo y **+tfj^<+ffi^o 

^0 , Si+diSo , ^,+ai^i+a,*o , Sii+aiSi+Cifi+ajo 


H Sz «4 


Si St Si *4 




Si , Si+aiSi , s^+aiSi+ttifii , «4+«i^3+«»*i+a-*i 




\ di a. Os 






n («— !)«! («— 2)fli 






n («-l)ai («—2) a, (n— 8)03 


î 










«i 


2 


a* 3a 


3 


404 







et en général on pourra mettre d'abord le dernier déterminant 
[4] sous la forme 



10000 00 
01000 00 
00100 00 









1 

^0 

^0 ^1 

^1 Si 

j, ^3 





*i Si 

Si *s 

Si Sa 

Sa Si 





*r+8 



*o *i 
*o '1 Si 
Si Si Sb 



*r-4 *r— 3 S^^^r—\ 
Sr^ ^^_j 'r-l'r 

*r-2 *r— 1 *r *r+l 



*ir— 1 



(*) On suppose ao= 1* 

FaI Db Bbomo — Théorie des formes Mnaireit. 
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puis on ajoutera la 2™« colonne à la première X^i, ce sera la 
2« nouvelle colonne; on ajoutera la 3« colonne à la 2^ X«i 
et à la première X ût, . . . ; et généralement la A»*™« colonne à 

la (Aj — l)»*°»«Xai, à la (Âf — 2)i*««X ««,..., à la l*"Xa» 
pour former la nouvelle ft»*™* colonne. On formera aussi des 
éléments tous calculables par les formules [7] N. 2, et Ton aura 
enfin exprimé une fonction entière quelconque symétrique des 
carrés des différences des racines au moyen des coefficients de 
réquation donnée. 

39. Les fonctions symétriques des différences des racines 
jouissent encore d'une propriété remarquable. 

En se rappelant ici Téquation [41] 



-Eë=«.ê+(»-')».Ê+-+''.-. 



dfp 



on voit aisément que, si q) est une fonction symétrique des 
différences des racines, le premier membre sera nul. Car, si 
Ton a q)=(a^— a^) P, on aura ^=:P, ^=— P, d'où il suit 

que les résultats des différentiations se détruiront deux à deux. 
Par conséquent ou a ce théorème: Toute fonction symétrique 
des différences des racines satisfait à Véquation 

[5] «««S+<«-l)«.ê.+ --- + «»-iê,=0- 

Lorsque la fonction f est de la forme 

^ n I n— 1 , n {n — 1) n— 1 , 

Topération [5] devient 

et, si on rappelle b, Téquation [5] se transformera simplement 

en celle-ci : 

bq> = 0. 
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Avant de donner un exemple de ce th'orème, remarquons 
d^abord qu'on a, ce qui nous sera utile dans la suite , 



ba,= /a^p 



et comme généralement 



h (uv) = ubv -{- vbu j 



on trouvera 



d-QÙ il suit que cette opération revient à la diflFérentiation 
ordinaire, sauf à traiter a^ comme une puissance symbolique a , 
où Ton changera le nouveau exposant en indicé. D'après la 
signification même de b, il s'ensuit que b(2^=:0. Au moyen de 
cette règle on trouvera immédiatement que 

b (aça4— • 4aia8+3a,*) = aoba4+ a^bao— 4 (aiba3+ agbaj) + 6a jba, 
= 4aoÛ3 — 4 (3 aja, + a^a^) -f- 12 a^a^ = 0. 

Observons encore que de Téquation [4] rappelée ci-dessus on tire 

hs =rs ,. 

r r— 1 

Exemple. En appliquant l'opérateur b aux fonctions [4] 
on obtient, comme il fallait s'y attendre, 



Si Si ^ 




*0 


Si 


+ 


So 
Si 


0, 
2*1 






^0 Si Si 




Si Si 




*0 *0 Si 




So Si 2si 


Si Si Ss 


— •_ 


Su Si S3 


+ 


Si iSi Ss 


+ 


Si Si 3*1 


Si Si Si 




2*1 


Si 


Sa 




Si 2Si Sx 




*i *3 4*3 



= 0, etc. 



38. Lorsque par une des méthodes exposées on aura dé- 
terminé une /onction symétrique des différences des racines 
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d'une forme de degré n, les dérivées de cette fonction, par 
rapport au dernier terme de la forme, continuent à être des 
fonctions des diflFérences des racines. Pour s'en convaincre, il 
suffit d'observer que l'équation [6] est encore satisfaite si l'on 
change cp en -—^ c'est-à-dire si l'on diflférentie cette équation 
par rapport à a . 
Exemple. On a, pour la forme cubique 

<p = (a— p)* (a— y)' (P— t)' = ISaoaiOja»— 4flo<ii^— 4 ai'a8+ fli*«i*— 27flo^/^ 

Or il est aisé de trouver que cette expression est la fonction 
suivante des diflFérences des racines 

(a-p) [(a-T)»- (P-T)*] + (a-ï) [(a-p)«- (ï-p)»] + (p-ï) [(P-a)^ (r-a)*]. 



CHAPITRE DEUXIEME 



DES RESULTANTS. 
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Des résultants — leur formation. 



Les nouvelles théories algébriques ont démontré l'extrême 
utilité pour la symétrie, et par suite pour la fécondité des 
calculs, d'introduire l'homogénéité par rapport aux variables 
dans l'étude des fonctions. C'est pour cela qu'avant d'exposer 
la théorie des fonctions, qui, sous les noms de résultants^ 
à" invariants^ de covariants^ etc., en constituent une partie 
si essentielle, nous dirons d'abord quelques mots sur ce sujet 
pour ce qui regarde les fonctions qui nous ont occupé jusqu'ici 
et auxquelles se restreint le champ des recherches du pré- 
sent ouvrage. 
Soit donc 

[1] /t^,î/) = aoO? + a^o? ' î/ + a, a? î/* + . . . + anV 

une fonction homogène de degré n à deux variables a?, y, 
fonction que nous appellerons dorénavant forme hinaire. 
Il est évident qu'il suflSt d'y poser v = 1 pour y faire rentrer 
l'équation [1] du premier chapitre, dont nous sommes partis 
pour établir la théorie des fonctions symétriques, qui est fon- 
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damentale dans cette étude. On aurait ainsi, au lieu de Téqua- 
tion énoncée, cette autre 

[2] f{x,y) =0. 

Maintenant en appelant toujours a,,a4,...,a^ les racines de 
cette équation [2], la forme binaire donnée pourrait encore 
s'écrire 

[3] fX^.y) = ûo (^ — «iV) (^ — «iW ... (0? — d^y) , 

équation à laquelle on pourrait parvenir directement en partant 
de l'équation [1] (chap.l®'^), en posant, dans l'équation 

f{z) = a^ (z — a,) (z — a,) ...(z — aj, 

;î = — , et en faisant ensuite disparaître le dénominateur com- 
mun 2/** . Ceci nous prouvera d'ailleurs, une fois pour toutes, 
que la nature des racines n'est pas altérée par l'introduction de 
l'homogénéité, et qu'ainsi tout ce qu'on a appris sur les fonctions 
symétriques des racines s'applique encore aux formes binaires. 
Lorsque la forme binaire est écrite comme ci-dessus [1] sans 
coeflacients binomiaux, on la désigne, pour abréger, suivant 
une notation heureuse de M. Cayley, par le symbole 

[4] («0, «1, a, . . . a^x.y). 

Si au contraire elle est écrite avec coefficients binomiaux 
comme il suit, 

[5] f{x,y) =a,x''-\- na,x'^'y+V^^:z}}a,x'"V + - • • +«,!/" , 

alors on la désigne, suivant le môme illustre auteur, par le 

symbole 

[6] K «1 a, . . . a^lx.y). 

Sous cette dernière forme binomiale [5] on aperçoit que 
la forme binaire pourrait encore s'écrire symboliquement 

m f{x,v) = [x + ayf 
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en convenant de changer, après le développement, a en a., 
c'est-k-dire, de changer les exposants en indices. 

On pourrait encore désigner le coefficient de a?"*' y* par un 
groupe des deux lettres, a, &, qu'on substituerait aux variables, 
et dont les exposants seraient portés en indices, comme dans 
a^ 5 ; alors sous forme binomiale la forme binaire pourrait 
être représentée par le symbole 

18] (ax + l)yf , 

sauf à faire après les changements indiqués des exposants en 
indices. 

On verra dans la suite quel parti on a su tirer de ces repré- 
sentations symboliques des formes binaires. 

Pour le moment nous nous contenterons de rappeler que, 
d'après un théorème connu sur les fonctions homogènes , on 
aurait 

ïa différentiation du reste le prouverait immédiatement. 
85. Soient les équations 

[9] <p = a^œ^-}- «10?*^*+ a^x*^ + • • • + ccm= 0, 

flOj iji = &a^'*+ ^i^*^^ + M"*'* + • . . + ^n = ^• 

Si ces équations doivent coexister par hypothèse simultané- 
ment, il faudra qu'elles aient au moins une racine commune. 
Mais, à cet eflFet, les coefficients des deux équations devront 
évidemment satisfaire à une certaine condition, sans quoi, 
les coefficients pouvant être quelconques, la solution commune 
pourrait toujours être rendue impossible. Or, si par un moyen 
quelconque on déduit de ces équations une troisième, d'où la 
variable est disparue, ce sera là la condition à laquelle sa- 
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tisferont les coefficients. Déduire une telle équation de condition 
s'appelle éliminer la variable, et le résultat de cette élimi- 
nation se nomme résultante ou résultant. On pourrait donc 
définir le résultant ainsi: la fonction qui égalée à zéro exprime 
la condition qui doit exister entre les coefficients de deux é- 
quations données à une inconnue, pour qu'une valeur de celle-ci 
les vérifie simultanément. Mais remarquons ici qu'il ne s'agit 
que d'une solution unique; car, s'il y en avait davantage, 
de nouvelles conditions définies par le théorème de Lagrange 
surgiraient entre le coefficients. 

Par conséquent, dans tout ce qui suit, afin d'obtenir 
toute la précision et la simplicité désirables, nous suppo- 
serons que les équations susdites n'admettent qu'une solution 
unique. 

36. A cet eflFet, désignons par a^ a,,..., a et par pj, p,, ..,, p 
respectivement les racines des équations <p = et i|i = 0. 
On aura 

[11] 9 = «0 (a? - a,) (a? — a,) ... (0? — a^) = 0, 

[12] y\f = bo(x-' pj (a? — p,) ... (0? — P^) = 0. 

Il est clair maintenant que, si cp et v|i admettent une racine 
commune, une quelconque des racines a et une seule, telle 
que a., pourra et devra être égale à une quelconque et à une 
seule des racines p, telle que p.. Ainsi donc il faut et il suffit 
qu'une seule des difi^érences quelconques des racines a^ — p. 
s'annule. Par conséquent, si Ton forme le produit de toutes 
ces diflFérences, le produit devra s'annuler, puisqu'un de ses 
facteurs devra nécessairement s'évanouir. Réciproquement, si 
ce produit s'annule, un des facteurs au moins devra se ré- 
duire à zéro, et, par conséquent, il y aura au moins une so- 
lution commune aux deux équations; et, si aucun de ses 
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facteurs ne s'annule, le produit ne s'annulera pas non plus, 
ce qui nous suffit. Donc le produit 

B = ao"C (a. - PO (ai- Pi) . . . (a,- p.) (♦) 
(ai — Pi) (a, — pj . .. (a^-p.) 
p3] («1 — h) («1 — Ps) ... (a^ — Ps) 



(ai-PJ (a,-pJ...(a^-PJ, 

qui d'ailleurs est une fonction des coefficients a, &, puisqu'il 
est une fonction symétrique des racines de chaque équation, 
sera bien la fonction cherchée et définie ci-dessus. 

Stm Pour trouver aisément Texpression en fonction des 
coefficients, sans passer par le calcul de toutes les fonctions 
partielles des nfcines qui se présentent dans ce produit, on 
peut observer que, selon que l'on considère la fonction R comme 
partagée en lignes horizontales ou en lignes verticales, le 
résultant est indifféremment susceptible des deux expressions 
suivantes : 

[14] R = ao\ (a, ) v (aj . . . v (a„), 

[15] R = (-r"C9rP.) <P(Pi) . . . cplPi). 

Ces deux expressions rentrent dans le cas général donné 
par le théorème, page 20, en y posant i = m ou f=n, et en 
choisissant convenablement les fonctions. Par suite donc de 

M 

ce même théorème, on obtiendra celui-ci : 

La fonction R définie par V équation [5] est une fonction 
homogène et de degré n par rapport aux coefficients a, ho- 
mogène et de degré m par rapport aux coefficfents b, iso- 
barigue et de poids mn par rapport en même temps aux 
coefficients a ^^ b. 



(•) On Terra aisément que le facteur a^^ &û*" <létruit les dénominateurs 

en Oq et bQ qui seraient introduits par les racines a et p exprimées en 

a b 

fonction des coefficients — , -[— , d'après le théorème N» 5. 
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Mais notons, pour plus de clarté, que, comme le degré des 
fonctions symétriques qui résulteront du second membre [6] 
ou [7], par rapport à chaque racine a ou p, varie de à 
mn pour les a et pour les p, il s'ensuit d'après le théorème 
(N*" 5), que le poids des coefficients soit a, soit b pourra 
varier de à mn respectivement. 

La considération seule de Téquation [5] nous offire encore un 
théorème relatif à la forme du résultant, qui mérite d'être exposé. 

En supposant n=:m, les termes de la fonction Rj qui se 
déduisent les uns des autres par Véchange des coefficients 
d'une équation [1] avec les coefficients correspondants (•) de 
Vautre [2], ou par Véchange des coefficients équidistants 
des extrêmes appartenant à une même équation^ auront les 
mêmes coefficients numériques^ précédés du même signe ou 
du signe contraire^ suivant que m sera pair ou impair. 

11 s'ensuit que, quand m sera pair, un même coefficient 
pourra multiplier quatre termes, tous de même signe, et deux 
positifs et deux négatifs, lorsque m sera impair. Cela ressor- 
tira mieux dans les exemples que nous donnerons plus tard. 

DÉMONSTRATION. Changeons a en p, et réciproquement, ce 
qui équivaut à permuter ensemble, dans les équations pro- 
posées, les coefficients correspondants; la diflFérence a. — p., 
qui entre dans l'expression [5] de R, deviendra p. — a.= — (a. — p.). 
Par cet échange, chaque diflFérence qui entre dans R sera 

multipliée par — 1, et R acquerra le facteur (— Ip . Pareille- 
ment, changeons a, p en - ,— respectivement, ce qui équivaut 
à changer entre eux les coefficients équidistants des extrêmes 
dans les proposées; la différence a.— p. se changera en °' "^ ^ : 

et comme a^ l/^se changera en a^ b^ , la résultante R acquerra 



(*) Nous appellerons, pour abréger, correspondants les coefficients 
équidistants des extrêmes dans une équation. 
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de même le facteur ( — 1)"* . Ainsi, dans les deux cas, R de- 
viendra + R, suivant que m sera pair ou impair. 

SSw On peut déjà se servir de ces deux théorèmes pour 
écrire facilement la forme littérale du résultant. Supposons, 
en effet, qu'on ait écrit sur une première ligne A tous les 
facteurs en a de poids p et de degré m; on trouvera 
tous les autres du poids complémentaire q=zm* — p, en 
changeant dans les premiers le coefficient quelconque ai dans 
son symétrique «^^ et puis en changeant les coefficients 
ainsi obtenus dans ceux correspondants en &, on formera 
ainsi un seconde ligne B contenant tous les facteurs en & 
de poids q et de degré ^nO. Il est évident que les produits 
de ces deux lignes fourniront autant de termes du résultant. 
Maintenant si, dans ces deux lignes, on change respective- 
ment les coefficients a dans leurs correspondants 2?, et ré- 
ciproquement, on obtiendra deux nouvelles lignes B' et A', la 
première en & de poids p, et l'autre en a de poids q, qui, 
multipliées ensemble, fourniront tous les termes du résultant 
de poids p en &. Les deux premières lignes A et B pour- 
raient occuper les deux côtés contigus d'un tableau, et les deux 
autres A', B', les deux autres côtés; et en supposant le tableau 
divisé en autant de lignes et de colonnes qu'il y a de termes 
de poids p, les petits carreaux correspondants au produit de 
deux facteurs a et & pourraient être remplis par les coef- 
ficients numériques respectifs, déterminés ou à déterminer. 
Alors le résultant se trouverait écrit d'une manière bien 



(*) Pour fixer lei idées supposons ni=3, et que le poids des termes 
que nous considéraDS soit 4 par rappoii aux coefficients de chaque équa- 
tion ; on aura les lignes 

A «ofliûa, floû'iï à^i^î ; A' biibfii, b^b^y b^b^ 
B Mi&8> **t^3, bfi\ ; B' ao«i«3» a\a<i, a,rtV 
En les multipliant verticalement ensemble on aura autant de termes 
de la résultante; car ils seront de degré 3 pour rapport aux coefficients 
a et bj et de poids 9 par rapport à Tensemble des coefficients. 
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abrégée et sous la forme d'une série de tableaux, dont il ne 
resterait plus qu'à calculer les coefficients. Supposons, par 
exemple, m = 3, m == 4. On trouvera, dans le premier cas, 
pour les termes du poids 4 en a et &, 



^0^1 ^'i^s bib\ 
a^dt a'ifls â^i^S 



Jo^ bibjb\ byjb\ hb\bA b^p 



And 1^3 


=P1 


1 

-1-2 


±1 


«'««4 
ftV4 


-4 


-M 


+2 


-4 


+1 


boàU 


T2 


±1 




b'ifiiba 


+4 


-1 


—2 


+1 




b\(h 


±1 








+2 
-4 


-2 

+1 


+1 






















1 









OÙ Ton multipliera ensemble les termes supérieurs et inférieurs 
des colonnes avec les termes supérieurs et inférieurs des li- 
gnes respectivement, et où les coefficients supérieurs dans le 
cas de n impair se rapportent aux coeficients supérieurs, et 
les autres aux inférieurs. On remarquera que d'après le théo- 
rème ci-dessus les coefficients dans le cas de m=3 sont de 
môme signe ou de signe contraire lorsqu'on passe des coeffi- 
cients a aux coefficients h et réciproquement, tandis que 
pour m = 4 ils sont tous de môme signe. 

Mieux éclairés à présent sur la nature du résultant, nous 
pourrons en toute sûreté passer en revue les différentes mé- 
thodes qui ont été proposées pour le trouver. 

39. La première méthode qui naturellement se présente pour 
calculer R, dont l'expression peut se mettre sous les deux formes 



[16] 



n— 1 



n-2 






n— 1 



n-2 



(^<+^< +h<r --^K)^ 
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OU 

pi] B = &;; (a, p7+ a, pî-'+ a, 67"*+ . . . -f a^) 



consiste à faire précisément l'un de ces deux produits, et à 
calculer ensuite, en fonction des coefficients de cp ou de i|i, 
les diverses fonctions symétriques des racines dont les formes 
générales seront 

Safa^^ttg..., ou SPfpgPg..., 

et que nous ayons appris à calculer dans le chapitre 1«» 
Mais cette méthode est extrêmement laborieuse, et il faut 
voir dans V Analyse des lignes courbes^ par Cramer, quels 
pénibles eflForts elle a coûtés à ce géomètre pour arriver à 
déterminer de cette manière la fonction R, pour les cas même 
les plus simples. S'il avait connu les formules et les théorèmes 
du chapitre 1«', ses calculs auraient été déjà de beaucoup 
simplifiés. Malgré, cependant, les avantages qu'on pourrait 
tirer maintenant de tout ce que nous avons dit dans ce 
chapitre, des simplifications plus importantes et propres à 
la nature de la fonction R ont été proposées par les géomètres, 
de manière à constituer , pour ainsi dire , des nouvelles 
méthodes. 

Nous nous bornerons à exposer la méthode dîalytîque de 
Sylvester et la méthode dite abrégée de Bézout. Ceux qui 
voudront de plus amples développements pourront avoir recours 
à notre Théorie générale de Vélimination, 

ëO.Méthode dialyiique de Sylvester, Soient toujours <p=0, 
v=:0 (9, 10), les deux équations données. Elles ne cesseront pas 
de coexister si on les multiplie par une puissance quelconque 
de X. Si, par conséquent, on multiplie la première par les 
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premières n — 1 puissances de a?, et la seconde par les pre- 
mières m— 1 puissances de Xj on aura les équations suivantes: 

! n-1 



X 9 = 0, 
X 9 = 0, 

â? 9 = 0, 



118] 



a?9 
9 

m— 1 
X V 

m— 2 
a? Ml 

fn-3 
0? V 



0, 
0, 

0, 

0, 
0, 



a?v = 0, 
9 = 0, 
d'où, si Ton élimine les m-^-n puissances de a?, 



X 



m-f-n— 1 m-i-n— 2 m+n— 3 



, X 



, a?', a?*, X, a?®, 



on aura le résultant sous la forme d'un déterminant tel que 



[19] 



«0 aj a^ a^ 

Qq a^ a, 

ûo «1 

a« 



a ,a 

m— 1 m 

a « a , a 

m— 2 m— 1 m 

a 



m 

Wl— 1 f» 



. . . a<, a^ 

... ao 

&0 &l &j &3 . . . & 

&o ^l ^J • • • ^n-l^n 

&o &i . . . &„_,^_i^ 



a, 






a. 



«i 




2> 



...&0&1 &, «?8 
...O&o &i \ 







n— 1 n 

n— 2 n— 1 n 
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On pourrait seulement de cette forme du résultant déduire 
diverses conséquences importantes relativement à cette fonction. 
Ainsi, par exemple, on pourrait faire voir que, pour m=n, le 
résultant se décompose en produits de déterminants de la forme 
a^h^ — ^fc^<- L'exempte suivant pour m=n=^2^ le démontre: 



&0&I&» 



ao ai a, a© 

&o &i h 
a^ a^ a, 

fto ^1 ^1 



=(«0^1— «A) ■- («o^t— «t^o)(^A—^t^i) 



Mais comme cela ne rentre pas dans le champ des re- 
cherches que nous nous proposons de faire, nous le laisserons 
de côté pour passer à la méthode abrégée de Bézout. 

41. Méthode abrégée de Bézout, Soient toujours 



m 



[20] <p = a^x^-^ ttix^ ^+ a^œ^^'\- . . . + a^^.œ + a = 0, 



m 



pi] V = &,a?"*+ 6.a;""'+ »,<»'""*+ • • • + l>„_iCc + b = 0, 

et observons que, si <p et v sont satisfaites, on aura encore 
X<p + |iv = 0, X, n désignant deux polynômes quelconques en x. 
Multiplions donc successivement 



la l**"® par 


la 2*"»® par 


5o^* '\'hiX + Ji 


^0 


hx^ +liX'-^ +M'"'* +...+^ 


flya?* +aiir*~^ +aiir'""*+...+«t 


M*"^+^i^'""'+*ia?'»-3+...+*,„^i 


«o^*"" Vaii2?'"""*+û>2?''* "V . .. +a,„.i 
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et ôtons les seconds produits des premiers; il viendra le 
système suivant d'équations 



ai 



w-l 






,m-S 



/p* 



-3 



...â?* 



X 



dobi — 






ajfi — a^ boy 



[22] } (kh — 



afi^ — (h ^1» ^A — (h àt 






OO *■!—«•& 



'O 



(h ^» 



ffl ^^ ^A^l ==^ 



a,*„-HJ,&, = 



afi^ — di bi 



«i ^m-^wfii = 



» • • •» 



1 «0*m— «m^O» «i^m —«m ^i» (hP^—aJ^^ . . ., , <^«-l*«|— ««^«-1=^ 



En général, on aura 

[bç,x'+ b.x'--^ +*!«?*"*+... + h) (aoa?'"+ aifij^-^H- a,a?"-'+ ••• + «•) 
— (aûa?*+flia?*-Vflia?*""*+ •. • +ai) (*o^*+ ^la?*'*^ **a?"""*+ . . .+ * J, 

et Ton reconnaîtra aisément que, si dans le premier produit il 
existe un terme de la forme a^h^x ,x , il existe certai- 
nement dans l'autre un terme de la forme — aj)^x .x : 
de sorte que tous ces termes s'entredétruiront jusqu'au terme 
(c^ , Les termes qui restent seront donnés par la différence 



m-l 



= («0^-Hl— «î-i-l^o)^'" +M,.+.8— ^i-i-î^ 



.m-^S 



a?"'"*"+aoJi.3--fl,.3ft 






^ +—*i*m— ^«1^* 
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in— 1 m— 2 m— 3 



En éliminant les puissances œ ^ x ^ œ , . . ., o;^ des 
équations [14], la résultante sera le déterminant 



M] 



O^i-ai^a » «0^1 -«1*0 1 Ma-^^o 1 — » «0 *iii-l-û»-l*o i «o *m"«m*o 



, «1 h^'aJ)t 



t ••• ï 



,-a»*o » «i*«-Mi t ^J^m'^nfii » ••• 1 ««-t^m "^m ^m-î » «m-l^m-^m^m-l 



On aura en particulier, pour m = 3, le résultant 



pfô] 



«0*1— «1*0 » flo*«~«i*o 1 «o*8"~«a*o 

«0*J — «3*0 » «1*3 — «3*1 1 «i*j — «j*i 



41*. On peut arriver à la même expression du résultant en 
I)Osant avec M. Gayley 

œ' désignant une nouvelle variable ; et alors on aura à con- 
sidérer Tequation 



[26] 



<p{a?)Mi(«')— Mi(iP)<p(a?')=0, 



qui devra être également satisfaite. 



FaI db Bbuno — Théorie des formes binaires. 
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Or, le premier membre est divisible par x — af\ si Toii fiiit 
la division par x — af^ il viendra un polynôme entier en af 



r_, y (a?) V (d?^ — i|i !a?W l'a?*) 

[2^ 7^^ ' 



qui devra se réduire à zéro pour toute valeur de x\ Par 
conséquent chaque coefficient de x^ donnera lieu à une équation 
de degré m— 1 en rc, et l'ensemble de ces équations repro- 
duira le système [22], d'où nous avons tiré le résultant. 
On aura, par exemple, pour m = 3, 



1 



X'-af 
' (Oa^i - aM afix'* [x - a?') + [a^hr (hh) «^' (^-^) + («oV «s W («^* 
. + («i^i- a» Ji) xaf [x - x'] + (aifts- ûa^i) (^'- ^'*) + (ûi^- «sW (« - ^) 

= 4:^ [(«0*1- «1 W ^+ («0*1- «l*o) « + «0*8- ««*oJ 

, r(«o*i- «i*o) ^*+ («o*J- «J*o) ^ + «1*8- «;»*l"l 

L +(«i*i-«i*i)« J 

+ 1 [(«0*J-«j*u)^*+(«l*i-«j*l)+«l*J-«3*i]. 



En égalant à zéro les coefficients de a:'*, x\ 1, et éliminant 
a;', X, 1, on aura, comme avant, le déterminant [25]. 
43. En général, en mettant les équations [22] sous la forme 

[28] <, /, ^ Xj,o a?"»-'+ X„j a?^-V Xi„ 4?"-^+ . . . + Xj,«.i a?^ = 0, 
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et en éliminant les m puissances a?**~ , a?**~ ^ ... x^ a^ con- 
sidérées comme les inconnues, on obtiendra le déterminant 

\>»0 ^»l \>i» ^,m-l 

^l»0 ^1»! ^li» ^I,m— 1 

^fO ^li» ^i« ^,m->l 



[28] R = 



\«-l,l ^11—1,1 \»-l,4 ^«-l,»-! 

Ce déterminant jouit de la propriété d'être symétrique par 
rapport à la diagonale. ^ 
En effet, on a, pour la valeur d'un élément quelconque, 

Celle de l'élément X , symétrique de celui-ci, s'obtiendrait en 
échangeant entre eux led indices r et s dans le second 
membre de cette équation, et Ton aurait 

Supposons, ce qui est toujours permis, s>r; ce second membre 
contiendra en plus que celui de Téquation susdite les termes 

qui se détruisent deux à deux. Ainsi on a X =x , ce qui 
prouve régalité des deux éléments et par. conséquent la sy- 
métrie du déterminant. 

On déduit aussi de la forme générale de X que le poids 
des termes est constant et égal à r+s-j-l. 

On peut obtenir encore, d'après M. Cauchy, les mêmes équa- 
tions [22], en préparant les équations proposées de cette mailière : 

1*1 I fil — 1 , I wi — r / fA— f*— 1 I I , \ ^ \ 

6,x'"4-6,a;"-V...+&^a^'"-'-=-{6^^,ar"-'-'+...+&„_,a;+&J- 



En les divisant membre à membre, on trouTera 

(ioa;"+ «13'"'"'+ . . . -f a^!^-" ar+iS^~'~^+. . . + «,_i« + «. 
S„«"+ b,x*~'+ ... + b^x"-' ~~ Sr+i3'"~'"'+ . . . + J,_i3î+ î. ' 
et, en faisant disparaître les dénominateurs, 



-(i»,ic'"-|-6,.r"' -\-hx* '")(a 



"'+---+a«. 



hoj=0- 



En donnant ensuite à Tindice r les m Taleurs 0, 1, 2, 3, 
. . ., m — 1, on obtiendra autant d'équations de degré m—\ , 
qui coïncideront avec les équations 122]. Il est aisé de voir, eix 
effet, que dans l'équation Ir tous les termes de <p et de f 
conteaaut des indices inférieurs à r-j-I s'entredétruisent. 

Remarque. £o appelant A le coefficient de X^ dans le dé- 
veloppement de R, on aurait, en formant le déterminant 
Li),o Ae,i Ad,, A)^,,_i 



A»_i,i Aii.-i,« A,_,_,,^, 

R'— r"""', comme l'on sait par la théorie des déterminants. 

44. Si à l'aide de ces diverses méthodes on développe Icî 
fonctions qui représentent le résultant, et si l'on se rappelle les 
relations de symétrie exposées au N°(37), on pourra disposer,p8r 
exemple, les résultants R3, R^ des fonctions ternaire et quater- 

°*"^ (a, ft, c, d\x, y,' , {a, b, c, d, e'^x, y)* , 

(p, g, r, sja;, y)' , (p, g, r, s, /Ja;, y)* , 

ainsi qu'il suit sous la forme d'une chaîne de carrés: 



rf3 






ad* bed. c' 



a'c 



ME,=j;i±ii+;;î^+s 



=3 



p'3 






ttSrf 



acd 


Si 


+1 


^ 


+2 


±1 


"f-l 









M '^=J+1 + 



0*81- 






;C «i» r*ï» r»»* I* 









f 

tu 


efi 


idi- 


e'é* 


ed^ 


d' 


4-4 


11 

-1 


+ 2 
— 2 


— 4 

+ 1 


+ 1 


'^ 


+ 2 


-2 


+ 1 






^ 


+ 4 


+ 1 










+ 1 











+3 



j.,1-3+3 



-2j+l 



+1 






8«« 

ttiee 
pçrt 
aid' 

*'« 

ad'd 
pr's 
b*€d 





— 51 + 1+3 
+ l|+2 -1 
+ 1 -1| 


-1 


+ 3 


-^1 i 




1-1 


1 1 





+5 


+2—5-3 


+1>3 


-1 


+a 


-e:+. 


+3 


+2-1 




-5 


+1+2 





— l, 




-3 


+3 


— I 


1 




+1 


J-l 




t 




+3 


-1 




1 ■ 




-1 






1 







p>t* p^tt pi*t g*rt pri* yV yr»j r' 


««• 


+ 61-8 


-4i+4'+41+2|-4' + l 


tad. 


— 8!+ 10 


1 — 1 1— 11— Ij + l 1 


«=*' 


-4l 


+ 4i~2!-2j+l! 1 


+ aed* 


+ 41-1 


-2I 1+11 .,1 


nt 


+ 41-1 


— 2+1' 1 


ViK 


+ 21-1 


+ 11 1 : ; 


K» 


-4I + I 


; 1 1 . 


e* 


+ 1I 


1 1 1 
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Il faut observer qu'il faut multiplier ensemble les parties 
littérales supérieures et les inférieures entre elles respecti- 
vement. Par exemple, du 7« tableau R4 on déduit que les 
produits ab^eqrst, bedepq^t ont — 3 pour coefficient numérique. 
Ou voit aussi que les coefficients numériques sont symétriques 
par rapport aux diagonales, comme cela doit être. 
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8 n. 



Propriétés des résultants. 



415. Les résultants jouissent de plusieurs propriétés impor- 
tantes, que nous ne pouvons pas nous dispenser d'exposer. 
Première propriété. Si Véquaiion 9(x) est de la forme 

[1] <P (ce) = e, (x) e, (X) 03 (a?) ... , 

on aura 

[2] •R = e,0,03..., 

©1, ©,, ©3, ... désignant les résultants des équations 

( i^i(x)=^\ /e,(a?)=0\ i%{x)=0\ 

Pî I Vi|;(a?) = o] ' U(a;)=oi ' W(a?) = 0/ ' ^• 
Il suffit, en eflTet, de se rappeler qu'on a 

[4] R = «P (x^) «p (x^) <p (x^) ... 9 (a?n), 

iP|, rr„ . . . ^ étant les racines de Téquation mi = 0. 

Or, en remplaçant «p (x) par le produit des fonctions e, dans 
lesquelles nous la supposons décomposable , on aura 

[5] R = et(a?i)et(^,)...ei(^J 

e,(^i)e,(a7,)...ei(a?j 

63(^1) 83(^1)... 03(0?) 



Mais le produit 9,.(J?i) 9/^iK..6^(â7j n'est autre chose que le 
résultant 6^ des équations 0,. et v^.; donc 

R = ©i^jOs. . . . 

On concevra aisément ce qu'il arriverait si <P et v étaient 
décomposables en môme temps en facteurs. 
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4B. Deuxième propriété. Le résultant R de dexiœ 
équations quelconques de degré m et attelles que les équations 
^et^ (pag. 71), satisfait à V équation aux dérivées partielles: 

m m„.g + («-.)»,g+(m-2)».g+...+ a_g_ j ^ 
Pour le démontrer, rappelons-nous qu'on .a 

R = ayy,- p.) («,- p.) (a,- p.) . . . («^- p,) 

(«.— Pi) (««- P«) («s— ?.)••• (\— p») 

(«I- p.) («1- h) («»— P3) . • • (««— ^3) 



(«-Pj(«,-P„)K-Pj.-.(««-Ù- 

Or, si dans les équations proposées on posait œ = af-\'h^ la 
résultante R ne changerait pas, car la constante h disparaîtrait 
dans les différences des deux racines. Appelons donc 

■^Oî -^1» -^^1» • • • î ^fn î "01 ^1? S«i • • • î -B^ 

les coefficients des nouvelles équations en â/, dont les valeurs 
seront 

A, = <r, + (m- 1) q.ft + *"i"2" ao'*% 
A3 = a3+ (m-2) «./^ + ^}^?^ «.ft* + " '^2 • ?"" ^»^' 

A„= «„+ «„_i'» + «„^2'»*+ «„-3'''+ • . . + ûo'»'", 
Bo = &„, 

B, = &,+ (n - 1) b,h + ^^' &,/*% 
B3 = &,+ (« - 2) M + ^ï^ &./»»+ *'Vi-3''^ «"o^''' 

B„= &„+ ^_,» + 6 ^g'** + ^.s'*» + . . . + 60 ^ , 



et supposons qu'on ait 

R = F («0, fli, a,, . . . , a^, &01 &i» &« — » &J- 
Le nouveau résultant R' sera 

R = F (Aq, Aj, a,, . . . , A^, Bq, B|, B„ . . . , B^), 
ou encore 

î^o + bôo , ^ + î>^ , ^ + W, , ... , &,+ Wj^ 
en désignant par b^o» ^^u • • m î^^o? î>^h • • • les accroissements 
Ao-ao, Al — «i, ..., A^— a^, B^ — b^, Bj — &», ..., B^— &^ , 

qui résultent des égalités [7]. En développant alors R' suivant 
le théorème de Taylor étendu à plusieurs variables, on aura 

dR . , IX ^ rfR I / ov ^R 1 I ^R 

„j^_l_(„_l)j,,^4_(„_2)6,^+...-|-& ,^ 

Mais R' doit coïncider avec R ; h d'ailleurs est quelconque ; 
donc tous les coefficients des diverses puissances de h, et en 
particulier celui de la première, devront s'annuler, ce qu'il 
fallait démontrer. 

Supposons donc que la forme littérale du résultant R soit 
connue, ce qui sera facile à Taide du théorème donné dans le 
N. 37, joint à la remarque qui suit; et supposons encore qu'on 
représente les coefficients numériques par des coefficients indé- 
terminés A,B,C,D,.... En substituant cette expression de R dans 
réquation susdite, le résultat devra être identiquement nul ; 
par conséquent tous les coefficients des nouveaux termes qui 
se formeront, devant se réduire à zéro, fourniront autant d'é- 
quations de condition, par lesquelles on assignera la valeur 
de coefficients indéterminés A, B, G, D, , . . . 
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Soient, par exemple, les équations 

«oO?* + a^x + ûî = 0, 
^0^* + ^1^ + ^1 = 0; 

r 

la forme littérale de leur résultant sera 

A (ao* V + a,*&o*) + B {fx^app^-^r «!« A&i) 

et réquation aux dérivées partielles [1] deviendra 









d'où Ton tirera les équations de condition 

A + B = 0, B + C = 0, 2B + nC-f D = — 0, 

et comme un des coefficients peut toujours être pris arbitrai- 
rement, il s'ensuit, en prenant A = l, que 

B=l, C = l, D = — 2, 

et alors le résultant sera 



47. Troisième propriété. En appelant x la valeur 
commune aux deux équations proposées^ on aura 

_ , , , m dR dK dR dti 

^ da^ da^-x da^__^ da^ 

1. . «. 3. . n.,<fR. <fR , <fR . . rfR 

DÉMONSTRATION. Supposous, en effet, que les coefficients a^td 
reçoivent les accroissements ba^, ba ; les proposées admettront 
encore une relation commune, si Ton a 
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et comme dans ce cas le résultant doit encore s'annuler, il 
faudra que Ton ait aussi 

ces deux équations nous fournissent immédiatement la pro- 
portion 

r^,, dR dB» m— I m— « 

dai dap ' 

laquelle continuera à subsister lorsqu'on changera a en b. 
De là le passage aux proportions [8] est de soi-même évident. 
CoROLLAiBE 1 . De la proportion [9] et de son analogue en b 
on déduit la suivante 

noi dR dR dR dR dR dR dR dR ^ 

da^ ' ddp ' ' dbi ' dbp ' dUi dbi ddp dbi 

équation qui subsiste en vertu de R = 0, c'est-à-dire que le 
premier membre sera divisible par R. 
CoEOLLAiBE 2. Puisquc l'on a a} a^ =^ œ^'^^ ^ il s'ensuit que 

noi dR dR dR dR ^ 

da^ da,^p_i da^^p da^^i 

^t le premier membre devra encore être divisible par R. Ainsi, 
pour m =2, il viendra 

dRdR_ ldRy_., j. 

Corollaire 3. Remplaçons dans Téquation v les puissances 
de X par les dérivées de R prises par rapport aux coefficients 
de <p qui leur sont proportionnelles; il viendra 

Cette équation a lieu dès que l'on suppose une racine commune 
aux deux équations proposées ; elle devrait donc s'évanouir 
avec R. Mais elle n'est pas divisible par R, car elle est de 
degré n — 1 seulement par rapport aux coefficients a ; donc 
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elle doit s'annuler identiquement. Supposons, par exemple, 
m = n, on aura les deux équations identiques 

4S. Quatrième propriété. En appelant x to valeur 
commune aux deux équations proposées [1] (page71), on aura 

r,Ai 1 • m-i (fR <fR efR iR 

[16] 1 : X : a;« : ... : X : : ;^- : -r- : -j-^ — — , 

»V,«-1 »V,m-« »V,m-3 «V,! 

X étant les éléments du déterminant [29] (page 21). 

Si, en effet, dans le^ équations [28] de la page 82, on sup- 
prime la ligne r, ou pourra, des m — 1 équations , restantes, 
tirer les valeurs des m — 1 quantités x*^^^ x"*"*, . . . ^ jf 
considérées comme des inconnues. Il viendra alors, par des 
théorèmes connus, 

_-«, dK m— f rfR 

et de là la proportion énoncée. 
Posons 

[18] J^ = ^ , 

la relation [17] deviendra 

[19] A a;"'~'"= A, „. 

On aura pareillement 

[20] ' A x'*~*=A ,. 

Mais si, au lieu de la ligne r, on avait supprimé la ligne r', 

on aurait obtenu 

[21] A , x^''=: A , , 



[22] 



m— « 



A^r _,^ A,, ,. 
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De ces relations on tire 

[241 x:x^=k . :A , : 

d'oii 

par conséquent, toutes les fois que r'-|-5=r-f-5S il faudra que 

[26] A , = A .,; 

Ainsi, toutes les quantités A, dont les indices forment une 
somme égale, sont égales entre elles. 

19. Cloqulème propriëië. La solution commune aux 
équations q>=0, mi=0 est aussi une solution de V équation 

[27] D Q. D V — D^q) . D v = 0. 

En effet, on a, par un principe connu de la théorie des fonctions 

homogènes, 

( iD 9 + î/D <p = m<p = , 
[281 I « y 

( xD v + j/D v= nv = 0. 

Or, puisque les proposées s'annulent par hypothèse pour des 
valeurs de x, y diflFérentes de zéro, il faudra que le dénomi- 
Dateur commun de ces valeurs, ou le déterminant 



X ' y^ 

X ^ y 



= 



s'annule. Ce qu'il fallait démontrer. Ce déterminant se nomme • 
le Jacobien des deux fonctions cp, ip. 

Appelons J ce déterminant ; on obtiendra encore la propriété 
qui suit : 

50. Sixième propriété. Si les proposées s'annulent pour 
un système des variables x, y, les dérivées partielles de P, 
prises par rapport à chacune des variables, s'annuleront 
aussi. 
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On tire, en effet, des équations [28] les suivantes : 

[29] 1 T TX T. 

et, en les différentiant successivement par rapport à x et à y^ 

on obtient 



[30] 



g=m|q>D%-vD;9J, 



dZ 



^rfï='^t^^«'*'"''*'^«^l' 



yd^ = ^^^^)^ + ^^ Î^D^V-vD^9 j 



dy 

Or, si par hypothèse 9 = V = 0, on a encore, par le théorème 
précédent J = 0; il faudra donc que 

dZ _^ dZ ç. 

dx Wy 

Application. Comme les dérivées 3—^3—, dans le cas de 

dx dy ' 

m = 3, sont aussi de troisième degré, il s'ensuit que la ré- 
sultante des formes cubiques (page 84) pourra encore se mettre 
sous la forme 

a t c d 

p q r s 

2(aq — l)p) 3(ar—cq) as^dp-^br-^cq bs — dq 

ar — cp as—'dp-\-l)r—cq 3(hs-'dq) 2[cs—dr) 

51 .SeptSème proprlëië. Si dans les équations proposées^ 
qi et ^> on substitue aux variables (x, y) de nouvelles va- 
riables (u,v) liées aux premières par des équations linéaires 
telles que 

Îx=:pu-A-qv , 
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le nouveau résultant déduit des équations transformées 
sera égal à Vancien multiplié par une puissance du dé- 
terminant pq' — p'q de la substitution. 
Mettons, en effet, les fonctions ip et ^ sous la forme 

[32] q^ = ao(X'-a,y)(X'-a^y)...(x — a^y),.,(x — aj/)=0, 
[33] H» = &o(i2? — p,î/)(a7 — p,y)...(a7 — p.î/)...(^— p^y) = 0. 

Par suite de la substitution [27] les facteurs quelconques 

0? — a.y, 0? — P.y 

deviendront respectivement 

et les transformées et Y de 9 et t|i seront 



(p-o,pl(„-|^»), w-,^p')[u-^jj.v]. 



Or, comme nous l'avons vu, le résultant R est le produit 
de toutes les différences a. — p. que Ton peut former avec les 
racines de 9 et de v. D'ailleurs, cette différence quelconque 
des racines serait maintenant, pour les équations <t> et Y, 

q'aj - g gPy — g _ {pq- p'g) (0^- P;) ^ 
P — ^iP' P — ?iP'~'{p—oi.P)(p-'?jP') ' 

En revenant par conséquent à l'expression de R donnée au 
N. 36, en y remplaçant a^ et b^ respectivement par ûo^il^îP') 
et &o V (p, jp), la valeur du nouveau résultant R' sera 

R'=(p3'-p'3)""'R, 
ce qu'il fallait démontrer. 



CoROLLAiBE. Si (laDS (pûD et ^fx 00 remplace la variable 
par ^,, , , z étant une nouvelle variable, le résultant d 
nouvelles équations sera encore égal à celui des équation 
primitives multiplié par une puissance du déterminant pç^—p'q^ 

59. Iliiiiiénie propriété. Soient 

deux nouvelles fonctions liées linéairement aux fonctionsr 
données 9 e< v; leur résultant R' sera égal à celui des^ 
fonctions ^ et ^ multiplié par une puissance de pq' — p'q. 

En effet, chaque élément de déterminant à déterminants 
binaircci, qui exprime le résultant R selon la méthode abrégée 
de Bezout,' acquerra le facteur pq* — p*q^ et le résultant lui- 
môme le facteur [pq^ — p'q)^. 

Corollaire. Lorsque 9 et v sont respectivement les dérivées 
par rapport h x ei y d'une môme fonctioof, 

[36] f = aç,x+la,x î/-| — yg- ^ !/*+--- + «,y, 

leur résultant est naturellement une fonction des coefficients 
de f. Or, si dans f on fait la substitution 

2/ = P'X-Lq'Y, 

et que Ton appelle F la transformée de f^ le résultant fourni 
par les équations 

sera égal à Tancien R multiplié par {pq^ — p'^) . Cela 
est facile à démontrer en ayant recours au théorème pré- 
<5édent, et en remarquant qu'on a 
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Ainsi, pour toute fonction entière et homogène en x , y, il 

existe une fonction de ses coefficients qui a la propriété 
. de se reproduire, à un facteur près indépendant de ces 
coefficients, lorsqu'on y remplace les variables par d'autres, 
Uées linéairement aux premières. 

II est aisé de s'assurer que, dans le calcul actuel, cette fonction 
n'est autre chose que le produit des carrés de toutes les dif- 
ibences entre les racines de Téquation donnée. C'est ce qu'on 
verra dans le chapitre suivant. 

Mais elle n'est pas la seule ; car, comme M. Cayley Ta dé- 
montré, toute fonction entière et homogène en œ, y admet 
nne infinité de fonctions jouissant de la même propriété, dont 
cependant { — 2 seulement sont indépendantes entre elles. 

On trouvera les fonctions pour Z = 2, 3, 4, 5 dans les tables 
à la fin de Touvrage sous la dénomination de discriminants. 

53. Ncawiènic propriété. Si dans les équations 

[39] <p(a?,ï/) = 0, ^f(œ,y) = 

on substitue pour x, y des fonctions quelconques entières 
et homogènes de \x et dey 

[40] a? = G(u,t?), y = H(u,t?), 

le résultant des équations transformées ^ et ^ sera égal à 

celui de <p et de^f multiplié par une puissance du résultant 

des équations 

G(u,t?) = 0, H(M,t?) = 0. 

DénoKSTBATiON. Faisons dans 

[41] <p= ao(a? — ajî/) (x — a^y) . . . (a? — o^î/) , 

[42] M»= &o(a?— P,ï/) (x — »^y) . . . (a? — p^y) , 

la substitution indiquée. Les équations transformées et ^, 
seront, en désignant par TT la caractéristique d'un produit 

[43] = «oH [g (u, t?) — aH (u, t?)] , 

[44] Y=^n[G(u,t?)— PH(M,t?)]. 

FâI ob Bboho — Théorie de» formé» binaire». 7 



Or, ces équations admettront une solution commune dès qu'il- 
y en aura une pour deux facteurs quelconques 

G (u, v) — aH (u, t?) = , G (u, t?) — PH (it, t?) = 0, 

c'est-à-dire, d'après le théorème précédent, dès que leur ré- 
sultant (a— p)^Q s'évanouira. Nous sous-entendons ici que Q 
désigne le résultant des équations G = 0, H = 0, et g leur 
commun degré. 

Autant donc il y aura de combinaisons de facteurs, autant 
il y aura d'expressions, telles que (« — P)'Q, qui en s'annulant 
exprimeront la possibilité pour les équations et Y d'avoir 
une solution commune. 

Donc l'ensemble de ces conditions, à savoir Q'^^^R', sera le 
résultant cherché, puisqu'il n'y aura pas de cas de solutions 
qu'il ne comprenne. 

Exemple. Soient les équations 

[45] <p = aœ*-{- hœy -f- ^* v = a'a;*-|- hœy -|- c V» 
et transformons-les en d'autres et Y par les équations 

[46] œ = pu* + quv -\- rv^^ y =jp V-f- ç'wî? + >''t;* ; 
le résultant de <t) et Y sera 



[47] 

[(ac'— ac)'— (a5'~ a'I) (Je- J'c)] [(;?/- r/)»-(;?î'-p'î) (j^r'— rj')] 



2 



Corollaire. Supposons que <p et v soient les dérivées par 
rapport à a? et à y d'une môme fonction homogène f(x^y): 

Le résultant de D . f , D . f sera une fonction des coef- 
ficients de f, dont une certaine puissance aura la propriété 
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de se reproduire à un fadeur près^ lorsque dans f on 
remplace les variables x , y par des fonctions quelconques 
entières et homogènes d'autres variables u et v. 
Telle sera, par exemple, la fonction 

(ad — &c)«— 4 {ac — &*) (bd — c*) , 

correspondante à la fonction de x et de y, 

aa!^-]-'3bœ'^y-\-3cœy^-^dy^. 

Nous nous arrêterons ici pour ce qui regarde les résultants. 
Ceux qui voudront approfondir davantage cette étude pour- 
ront consulter l'ouvrage de Tauteur : Théorie générale de 
^élimination. 



CHAPITRE TROISIÈME. 



DISCRIMINANTS. 



54. On entend par discriminant le résultant des dérivées^ 
par rapport à chaque variable d'une fonction homogène de 
plusieurs variables. 

Dans le cas qui nous occupe, le discriminant sera le résul- 
tant des fonctions t^' ^^ d'une fonction homogène de Xj y. 
Nous allons en examiner successivement les diverses propriétés. 

55. r. En désignant par n le degré de la fonction, le 

discriminant est une fonction homogène de degré 2(n— 1). 

DÉMONSTRATION. En eflfet les fonctions -7^7 3-^ seront de 

dx dp 

degré n — 1, et, d'après une propriété connue, le résultant 
étant homogène et de degré n — 1 par rapport aux coefficients^ 
de chaque fonction, il sera de degré n — 1+n — l=2(n— 1) 
par rapport aux coefficients de <p qui figurent dans les deux, 
fonctions. 

56. 2'. Le poids du discriminant sera n(n — 1). 

DÉMONSTRATION. Il Suffit dc remarquer qu'en vertu du théo- 
rème (page 73), le poids, égal en général à mn, devient dans ce 
cas (n—l) (n— 1); car les deux fonctions sont toutes les deux de 
degré (n — 1); mais comme les indices de l'équation ^ sont 
ceux de la première augmentés d'une unité, il s'ensuit que 
le poids sera (n— 1) (n— l)-|-w — l = n(n— 1). 



f 
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CoBOLLÂiBE. Le Discriminant aura certainement, en égard 
4U poids et au degré , par rapport à la série des coefficients 

«0 aj a, . . . a^_i 
di (1% «3 • • • ^m 

la forme Aa^ a^ -^B. A étant un coefficient numérique et 
B une quantité qui s'évanouit avec les autres coefficients 

57. 3\ Ze discriminant D de to fonction % ou le résulr 
tant des équations 

[1] ^ = 0, ^ = 

•^Z égal aiuc résultants des équations 

q. = 0, g = 0, C< <P = 0, ^ = 

aa? ^ dy 

divisés respectivement par a^, a . 

En effet , si Ton pose y = 1 , «0=1? Téquation connue 

«?= a? 3^ + î/ 3^ devient 
dx * ^ dy 

en désignant par (7^) ce que devient ~ lorsqu'on y fait 
1^=1 (•). Or l'élimination de œ entre <p et (^-1 se réduit au 
produit a*^ 9i 9, . . . <p^. . . , où par 9^ on sous entend généra- 
lement la valeur qu'acquiert 9 par la substitution d'une racine 
^h ^^ \T^]' ^*^®' ^^9 P*^^ hypothèse, <p = 0, (t^)=0, Té- 
quation [2] nous donne ^/j=^,^(t^)- 



(*) Dans cette démonstration nous Bupposons la forme cp écrite sous 
forme binomiale pour plus de simplicité. Mais on voit bien que le théorème 
a aussi lieu pour les formes non binomiales, puisque les coefficients ex- 
trêmes Oqj a^ ne changent pas. 
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T'-iL-. ^ n .:■ 'Lxz.l l-es diverses éqnitions {ft=:l,2,3,...V 



•■i n est un f&ctear namériqae étnoger au 



.2. »1T» 

- T_ii; ii^ï irii oC-Tés par 



(-1) 'a, , 



it,.! j; T~r_Tr =■?-': re, d'après le V 37, est le résulUot de 

m—ld'P dv 






est le résultant 

,7 .est précisément le dernier tenne 
. c>r;-à-dire a , i! viendra 



= j R^ul:. -p?. -T^i =Discriiiuoant- 

dx dp I 



T'i^ I - '' t - -j ir? jr es y, ca cbîieadra évidemment 
, Î.Tï\ù:. ». j " ^a.BêsiiIt. ,*. 3-^ 1 = Discriminant. 

f.r ?:ii!.-i;; ces ■I-;fH é-^-iaticns on trouve 

dv _• ' rfip\ 

JJf . " \ dxl 

n :-.-v Tif^-: d^-:r:mer din^.'teaient; car le résultant de 

dv\ ^ ^\ (^\ - 



^9'M'I 



\di} 



; où 
^^. *• 4a sc£S><3trod la r&>ur qu'acquiert lafcnctiou ( j — ) 
aar «^^ 3Uk M par hvrcîhèse ^' = 0, Uy| = 0, l'équa- 
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On aura donc 



Observons maintenant que al" ;^~^- ••;;j^ est précisément, 



dai rfa, rftt, 



ef(p 



d'après le N* 37, le résultant des fonctions 9 et ^^ , et que 

H)**aoa,a, ... a^ ... a^ est précisément le dernier terme de Té- 
quation 9 = 0, dont les a sont les racines; donc 



ao Bésult. f 9, ^ j = a^ Bésult. f 9, 



dx, 



Par des considérations d'un autre ordre on arrive aussi à 
trouver que le résultant [4] contient a^ en facteur. Car, si 
Ton entreprend de trouver le résultant des équations 

ç=ao^ +(n— l)aia7 y+ ^.^ ' a^ î/*+... + «n» 
^=«0^ +(n— 2)aia? y+î^ ^^^ — *-a^x l/*+...4-«n-i 

par la méthode dialytique, il est facile de s'apercevoir que la 
première colonne du déterminant est divisible par a^, 

Dn exemple éclaire! ra davantage ce que nous venons de dire. 
Le résultant des équations 



est égal à 



aa; + 6î^ = = g 



a 2b c 




1 2b c 




1 2J (î 




« _ 


a ^ 


= a 


1 b 


—a 


^ (î 


= a 


a h 




a J 




a ^ 




b c 



Or 



a b 
b c 



est en eflfet le résultant des équations ax-\-'by:=-0^ 



&a?-f-^ï/ = 0- 



- 104 - 

5S. Le discriminant est égal au produit des carrés des 

différences des racines. 
Ainsi en appelant toujours o,, a-, . . ., a les racines, on aura 

P] «(ii-i) 



2»»— 2 



Discr.=(-1) « ÛQ (a,-a,)*(a,-a3)«...(a,-a,)«...(a^__j-«^)t. 
DÉMONSTRATION. Ou a en effet 

f^^ ë=«o[(^-««)(^-«3)-..+(^-«i)(^-«.)... +...]• 

Par conséquent le résultant de <p, ^ sera, d'après le N* 37, 
"(g) (fe) • (ê)=»r'[(".-«.)<«.-.)...][(«,-a,)(S-^K-.J 

Or observons d'abord que cette expression ne contient certai- 
nement que deux fois la même différence a^ — a^; car une seule 
des parenthèses du second membre de [7] contiendra a^ associée 
à toutes les autres racines, et une seule des mêmes parenthèses 
contiendra a^ combinée de même avec les autres racines; donc 
la différence a^ — a^ n'y pourra paraître qu'au second degfré 
comme dans [5]. D'ailleurs les deux expressions [5] et [7] ne 
diffèrent que par le facteur ûq. Donc le discriminant, étant le 
résultant [7] divisé par a^y en vertu du théorème N* 57, aura 
bien la forme [5], ce qu'il s'agissait de démontrer. 

59. Le discriminant du produit de deux fonctions est 
égal au produit de leurs discriminants^ multiplié par le 
carré de leur résultant. 

En effet, le produit des carrés des différences de toutes les 
racines comprises dans les deux fonctions peut se décomposer 
dans le produit des carrés des différences appartenant à 
chaque fonction, multiplié par le carré des différences des ra- 
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cines prises dans Tune et Tautre fonction. Mais ce dernier 
produit n'est autre chose que le carré du résultant des deux 
fonctions. 

Application. Le discriminant de {x — a) f(x)=z Discriminant 
^ /*(^)X[A«)?. Si anîrO, f{a) se réduira au dernier terme 
de f{x)^ et ainsi dans ce cas le discriminant de ccf{x) sera 
= û^X Discrim. f{x). 

Le discriminant de 

a^x + a^x y + a^x y*+ . . . + «n-i^^ + ^y 

€st de la forme ^^O-j-a^^jV, v désignant le discriminant de 
la fonction susdite privée de son dernier terme et divisée par x. 
Car, si nous posons a =0 dans le discriminant, on doit 
obtenir le même résultat que si on faisait a =0 dans la fonction 
proposée. Mais dans ce cas la fonction se réduit à 

X 



(aoâî*^ + a,a? y + . . . + a^i) , 



et le discriminant sera, d'après le théorème précédent, a^__^. 

Par conséquent a^^jV nous représente bien la partie indépen- 
dante de a^ dans le discriminant proposé. 

•O. Théobemb. Si les racines d'une fonction f(x,y) sont 
réciproques j le discriminant est divisible par la demi-somme 
des coefficients. 

On pourrait démontrer cette propriété directement. Mais si 
Ton met le discriminant sous forme de déterminant, à l'aide 
delà méthodedialytiqued'élimination, on trouve immédiatement, 
en sommant les lignes ou les colonnes, quMl est divisible par 

|/'(l,l)=:ao + w^i+^^^«t+-.. 

41. Jusqu'à présent nous n'aVons rien adopté par rapport au 
discriminant exprimé en fonction des coefficients. Mais d'après 
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la condition qu'il doit remplir par rapport au degré et au 
poids (N*" 55, 50); il sera certainement de la forme 

A désignant une coefficient numérique, qu'on peut déterminer 
à l'aide de Téquation [5], et la suite des termes après le premier 
contenant au moins un des coefficients aj , a, , . . . «^^j. Sup- 
posons à cet eflfet d'après M.Cayley que les racines a^Pv soient 
celles de l'équation a?**— 1 =: , et représentons par TT (a) le 
produit des carrés des différences (a— P)*(a — t)*. .., on aura 

n(n-l) 

M) « a;~~'n(a) = (-ir-'^; 

car la quantité entre parenthèse a a^ -f" • • • • se réduira 

dans ce cas à (—1) . Mais notons que si f(x) = (x—a) (a?— P)..., 
on a f (a) = (a-P) (a— T) . . . , r(P) = (P— a) (P— T) . . . , etc., 
et par conséquent 

n(n— 1) 

n(a) = (-l) * r(o)/"(P)... 

Dans le cas actuel f (œ) = nx ; donc 

r (a) r (p) . . . = n>PT . . .f"^ = rr(-lf''\ 
et n(a) = (-l) (-1) 2 n ; 

donc enfin -4 = n** . 



Par conséquent la relation [5] deviendra 



e( si on adopte d'écrire 

Discriminant =: A = a**" a"" + . . . , 
on aura 

n(n~l) 

n(a) = (~l) « n^'A. 

On pourrait ajouter maintenant beaucoup d'autres propriétés 
des discriminants; mais nous nous réserverons d'en parler à 
propos des invariants et des covariants. 



CHAPITRE QUATRIÈME. 



FORMES CANONIQUES. 



49. Théobème. Une fonction homogène à deux lettres de 
degré quelconque impair 2n-|-l peut être réduite à la forme^ 
qu^on appelle canonique y 



tt^i 



par la résolution d'une équation de degré n+l. 

DÉMONSTRATION. Soit 

[2] 

une telle fonction, et soit 
[3] 
Pi{ooi^iyf''^^+P,{oo+a^yf''^^-JrPs{^+^^ 



in-^-l 



BfM-i 



sa forme canonique, forme à laquelle peut être toujours réduite 
Texpression [1], en posant Ti= P^a^ , Yi= M« ? • • • Jn^^ ^n \^ 
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on aura les équations de condition suivantes 

Pt +Pl +P. +1'4 •••+P„ +P„^1 

Pia, +P,o, +|>,o, 4-p,o, ...+pa 4-p 



n n 



a^ . , = 



Pt«i* +P««i' +P3a3* +PA* •••+Pn^^ +P 






«0» 
«11 



= «t, 



Pio; 



+p.«? 



+P3-3 



— +P^a 



Pi«?-^* +Pi«?;;^ +P3«r^ -fi>4«r^ •••+Pn«r' +^n^i«n:î 






= a 



n+r 



p.ojH 4-p,a|n +P30|»* +p,a|n ...+;?^a«'» +l>^ia' 



2n — 



JPioî^^l>«i'*^H-l>3«|'^^+l>4«^^*-..+P„a«'»^^+l?^^i« 



n-4-l*^n-t-l 
2n^l 



= a 



2n ' 



n+l"n+l 



=a 



2n+l 



Les équations, étant au nombre de 2n4-2, sont propres à 
détenniner les 2n + 2 inconnues p et a. 
Éliminons p^ entre les n-f- 1 premières équations; il viendra 



AP|=: 



a. 


1 


1 


• • • 


1 




a, 


«« 


«. 


• a « 


««+1 




Ûl 


2 


2 

«3 


• • • 


2 
«n^2 


, A= 


■ • 


■ 

n 

«2 


• 

n 
»3 


• 

• • • 


• • 

n 





1 


1 


1 


... 1 


«1 


«t 


«3 


- Vi 


2 
"1 

• 


2 
«2 

■ • 


2 

«3 

• • 


2 

n-fl 

• • • 



n 



*n+l 



et, en supposant que le déterminant soit de la forme 

on pourra généralement poser* 

[5] 1?',= Aoao+Aia,+A,a,+ . . . + A^a^. 

Éliminons ensuite Pja^ entre les n+l équations qui suivent la. 
première ; il viendra 



^P,ai = 



0, 


1 


1 ... 1 


«. 


«* 


«» • 


CL , 


0. 


2 
«2 


2 

»3 • 


2 

n+l 


« • 


• • 

n 

«2 


• • 


• • • 
n 
n+1 
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de sorte qu'on aura encore 



[6] 



P'fli = Aoa,-h Aia/+ A,a,+ . . . + A^a^^^. 



On obtiendra pareillement 



m 

-et enfin 



pW= Aoa,+ A,a3+ A^a^-^ . . . + K%+t ' 



. n-4-l 



[8] p[a^ =Ao«„+,4-A.o„^+A.a,^3+... + A^ag„^, 



On aura donc un système d'équations au nombre de n-\-2. 



m - 



P'i +Aoao +A,aj 
p\a^ 4-A«a,. 4- A, a, 
P'iŒi* +Aoa, +A,a, 



+ A,a, 
+A,o, 
+A,a« 



+ ...+A a =0, 
+ ..-+A„a„^,=0, 



, n-4-1 



-P'.a, + Aoa„^,+A,a„^,+ A.a„^3+ . . . -{- k^a^^,=0. 



entre les n+1 rapports 



1»'. ' 



Ai 



A, 
P'i ' 



• î 



Pi 



Il viendra donc simplement l'équation 
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ll + I 



a, 



a. 



n-l 



n-2 



«M-*-l «n ^n-1 ^n-2 ' ' ' «1 



«■+-2 n-^l n 



a 



n-l 



^1.3 «n.2««+l «n 



• • • ({< 



... Ai 



«1 


1 


fll 


Oo 


«t 


Oi 


a» 


a. 



"ua "an "ïn-l ««„-î ••• %^i «„+l «„ 



= 0, 



<lopt les n -j- 1 racines détermineront les quantités a, et alors 



— m - 

au moyen de nos n-\-l premières équations [4] on déterminera 
les quantités inconnues p. Il sera alors facile de passer des 
quantités p et ci aux quantités p, t» ^t le problème sera 
entièrement résolu. 

€I3, Application 1". La forme cubique 

[11] «0^+ SUiX^y + 3a^xy*-\- a^y^ 

pourra se mettre sous la forme canonique 



[12] 



Pi (a? + a,î/)'+l>, [X + a,î/)' 



OÙ a^, a,, j9„ p, seront déterminés par les équations 



[13] 



o» 


a 


1 


a. 


ûi 


ûo 


«s 


a» 


o, 



= 0, 



[U] 






En posant maintenant 

3 
s 

réquation proposée devient 



[15] 



[16] 



(?)'+-«• 



X 



Mais des équations ci-dessus, en posant — =:;î et p désignant 
une racine cubique de — 1, on déduit 



1 + P 



[H] 



/J^ + «1+ a, = (ai— o,) 3 — ^ — — («1— «i) 5-33. 

s . 

En posant pour le moment L' — = ;i, on voit que 

1 + p*^ (1+p^ (l+^)(l+pU) _ l+A(p+l+p^) + A*p (p+l+pVii' 
1-pA {l-pA)(l-hA)(l + p«A)"" 1 + A» 
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ou que L±i» = l±2*P±2»Vbi' . 

^ 1-pA l + A» 

de sorte que 

s _ 

1-p l/f 

et alors réquation [17] devient 

2* H- «. + <^=^ [p.- P.+ 2 l^(p 1^+ p» fe)] , 






[18] ûfo^ = — a, — l^ao«f--«i* (p Va,— ûo*»!— P* Va,— Coa,) . 
Car, en appelant A le discriminant 

[19] (flou»— ai«f)'— 4 («i«8 — O (ao«t— «!*) 

de réquation canonisante [13], celle-ci nous donne 

^^ a,— o, -^^ ai— oj 



Observons maintenant qu'en posant 

A =3aoa|a, — «o'^a — 2a,' , 

A— floVÂ A + AoVa 

on a a,-aoa,=2j^-^^3^, a,-aoS= ^^^^^^_^^^,^ ; 
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et alors il viendra enfin 



[21] 



de sorte que les trois racines seront 

3 3 

3 3 

a,3,= -«,-p^|-|'l/Z-fP«|/| + |VÂ, 

3 3 

a,z,= -a,-p|/f4-|VÂ+P'|/f-fl/Â. 

Telles sont les formules données par Eisenstein dans le Journal 
de Crelle, Tome 27^ sans démonstration. 

Lorsque l'équation cubique prend la forme connue œ^-{-px-{'q=0^ 
il suffit de faire dans ces formules ao—K «1=0, a^=^ y 
03= Qt et alors on a 

et on trouve, en posant ^ = ^ + 1; i 

8 3 

3 3 

^,=p|/|+^-P'[/f^, 

3 3 

formules qui coïncident, par le changement de ^ en — z^ ou 
de ^ en — (?, avec les formules connues. 
Sous la forme de quotient, on trouverait 

:i 3 

2 Ka,— «!*) «+ ao«3— «!««= — VA 3 ^^'^ ^^-^1 5^^^- 

FaI ds BBtmo — Théorie dês formes binaires, 8 



A^ 
2 



64. Application 2™«. Soit Téquation 



[22] a^ + 5&a;*y+10ca;'î/* + 10(toV + 5«a7y*4-/i/* = 0, 

qui, d'après le théorème démontré, peut toujours se mettre 
sous la forme canonique 

[23] p(co + ayy-\-q(œ + »y)^'{-r (a?4-Ty)*=0 , 

où a, P, T sont les racines de Téquation cubique 

[24] Aa;» + 3Ba?« + 3Ca? + D = 0, 

k=ace-{-2bcd — a(P—eV^ — c^ , 
3B = acf+ bce — ode — & V + &rf» — c^d , 
* 3C = adf-{- bde — ftc/'— ae* + c*e — ccP , 

D = Mf+ 2cde — &e* — cY— d» , 

• 

équation à laquelle on arrive en partant de celle de la forme 



[26] 



1 


X 


co* 


ad" 


a 


b 


c 


d 


b 


c 


d 


e 


c 


d 


e 


f 



= 



commune à toutes les équations qui servent à canoniser une 
fonction homogène de degré impair à deux variables. En dé- 
terminant p, qy r par les équations suivantes , qui lient les 
coefficients de la transformée canonique à ceux de la proposée, 

1><» + <?P + ^T = &, 
on trouve 

rofti ^^ gPT-&(P+T)+C gaT-fr(a+T)+g 

L^J P~- (a-p)(a-T) ' ^~ (P-a)(P-T) 



gaP~&(a+P)+g 

(T-a){T-P) 



Posons maintenant 
[29] 



^ _ _ «P (o— t) -M 0— T) a 



(a-pj(P-T)(T-a) 



y= 



(a-P)(p-T)(T-a) 
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On verra aisément qu'alors on peut donner à Téquation [23] 
cette fbrme 

ou 

[31] iu'^+mt?»+n(u-|-t?)*=0', 

en faisant 

[32] ^ = 7-^' w=7-^» »^=7-^- ^*^ 

Eu posant encore \ = -j [*=— , la forme canonique [31] 
prend encore cette forme 

[33] XM»+Mt?*+(u + t?)» = 0, 

sur laquelle nous reviendrons dans la suite. 

Ainsi, si Ton observe que le déterminant de la substitution [29] 
est Tunité, on a déjà ce résultat remarquable, qu'une fonction 
^ 5« degré à deux variables peut toujours^ par une substi- 
tution linéaire à déterminant i, être ramenée à la forme 

définie par Véquation [33] , ne contenant plus que deu^ 

Paramètres. 
tt. La réduction générale des formes de degré pair à la 

forme canonique présente de grandes difficultés. Nous nous 

bornerons à présenter aux lecteurs celle des formes 4« et 6« 
Soit 

[34] ax^+^bxty f 6cx^y^-{-^dxy^ -f ey^ 

la forme de 4« degré, et 

[35] p(â7 + a2/)*+g(a? + Pî/)*4-6r(x + aî/)«(x4-P2/)« 

sa forme canonique. 



(♦) En posant n= — - — -—, l'équation [31] devient lu^+mf^^n{u+v)^^^Oj 

ou lu*+intfi+nvj^=Ot si l'on suppose w-f t>+to=^0. C'est sous cette forme 
que quelquefois on pi'ésente la forme canonique de la forme quintique. 
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On aura, pour déterminer les 5 coefficients p, q^ r, a, 3, les^ 
5 équations de condition 

P + (? + 6r = a, 

[36] i?a«+gp«+r(5«+20 = c, 

pa*+gp*4-6rP = €, 

en posant 5 = a + P, ^ = aP. 

Éliminons p, q entre les groupes (1, 2, 3 ; 2, 3, 4 ; 3, 4, 5> 
de ces équations; nous obtiendrons 

« 

(a — 6r) < — {& — 3r5) 5 + [c — r (5«+2^)] = , 
(&— 3r5) t— [c—r (5«+20] «-f rf — 3r5« = , 
[c — r(5»4-20]< — (t«— 3r505+e — 6r^«=0 , 

qui se réduisent aux suivantes 



[37] 



a^ — &5 + c—r (8^ — 25') =0, 
&^ — c.9 + rf — r(45< — 55)=0, 



ou encore, en posant x = — r(8< — 2s*), à celles-ci 



[38] 



at — &5 + c + X = 0î 



L'élimination de s, ^ entre ces équations fournira Téquation 



[39] 



a, b, c+\ 



z=\^—X{ae — Ud-\-Sc') + 2 



abc 
b c d 
c d e 



= 0. 



Au moyen des racines X', x", X'" de cette équation on obtiendra 
la solution du problème. En substituant en effet Tune quel- 
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<îonque d'entr'elles dans deux des équations [38], ou obtiendra 
les valeurs cherchées de s et {, et alors au moyen de Téquation 

on obtiendra finalement les valeurs de a et p, d'où par les 
équations [36] on aura celles de p, ^, r. Ainsi le problème 

sera complètement résolu à l'aide de la résolution d'une é- 

quation cubique et d'une équation quadratique, 
n est évident que de la forme canonique [35] on peut passer 

à cette autre 

par une simple transformation des paramètres p, (7, a, p, r. 
Si maintenant on pose 

u = fX'\'gy , v = hœ'{-ky, 

on en déduira que toute forme biquadratîque, par une simple 
transformation linéaire et par la résolution des deux équations 
de 2* et de 3« degré, peut se mettre sous la forme canonique 
réduite 

Or, en égalant à zéro cette forme, ou en ayant égard à son 
équivalente 

(jr+eu(«)'+i=«, 

on voit qu'elle est résoluble algébriquement. Ainsi la transfor- 
mation en forme canonique peut servir à résoudre les équations 
de 4« degré. 

4M. M. Sylvester, à qui Ton doit l'élimination ci-dessus, a 
réussi aussi à trouver la forme canonique pour le 8« degré. 

Soit 

0] aoar«4-8aia7'y+28a,a;«I/*+56a3a;*î^+70a4a?V*+56a5(r»î/5+28aoa?*î/' 

'\'8a^xy''-]-'a^y^ 
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cette fonction, et 

(Pi«+«ty)'+(PtaJ+3tî/)*+(P»a'+«sV)'+(P«*+««î')*+70c(p,*+«,»)»(p,«-Mrf 

X (P» a; + «s»)* (P«* + QaV)*^ 
ou mieux encore 

[41] 

p.(*+x.y)*+p.(H-x,î/)»+P8(«+x,y)»+p«(j4-X4î/)'4-70»»(*+x.y)*i*+x,î* 

Posons 
(^+Xiy) (a;+X,y) («+X,î/) [x-\~\J/)=x*-\-s^afy+s^*'{-SgXv''-\-s^y*= 
et M, = 70 (^g^-OjJ-g-S-^) -^ par jg coefficient de a^y* 

dans la fonction T*. En comparant les coefficients de la forme 
[40] avec ceux de la forme canonique [41] on aura un système 
de 9 équations, dont le type sera 

PiXÎ+P,X^+l?3X3+P4Xl+M.m = a^(i = 0,l,2,...,8). 

Éliminons p^^ p,, p„ p^ entre ces 9 équations prises successi- 
vement 5 à 5, en commençant par les 5 premières et en 
finissant par les 5 dernières; on obtiendra les 5 équations 

suivantes 

<^o^4 — ^!^3+ ^3^* — ^3^1 "f* ^ A — w N| = , 
aiS^ — a^s^-^- a^s^— a^s^•^ a^Sf^ — mN,=:0 , 
[42] { a^s, — a^s^-i- a^s^ — a^s^ + a^s^— m Ng = , 
«35,— a^s^-\- «5^,— «65,+ «,50— ?n N4= , 
a,s,— «553+ a^s^— a^s,-\- a^So— m N5 = , 

où pour abréger on a fait 

N^=: U^S^— M,53+ M,5,— M351+ M4, 

Nj= M,54— M453+ Ms^^— M45,+ M5, 
N8= Mj54— M358+ M45,— M,5,+ Me, 
N,= M354— ^^s^+ M55,— M65,+ M7, 
N5= M454— Ms^g-f- MflS,— M75,+ Mg. 
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Maintenant si on développe T*, on trouve 



5 



M4=2«4+2«,5,-H V, M5= 2 s,s,+ - 5,S3 , M, = 5^4+ § «3* > 



M,= 



95 



2 «A. M8=7054*, 

d'où Ton dédnit 

N,= 7254— 185j53+65^% 

N3= I2.V4— 3 5|5, . 53+ s,^ 

314=2 loSgS^ 2 SjSg -T""2 ^t -^^a^ 
N5= 725,»— 185,53 . 5,+ 65,*5, , 

et aussi, en appelant I Tinvariant quadratique de T (*), 

N,=72.I, N,=725l, N3=72.|'I, N,=:72|l, N,=725j. 

Posons maintenant 72 ml = X ; 

les 5 équations [42] deviendront 

ao54— aiS^+ a^s^ - «3*1+ «4— X = 0, 

a45 — a,53+ a35,— («4+7)^1+ «5=0, 

«A— «8^8+ f «4— g ) ^a— «5^1+ «0= O7 

«35,— (a4+ ^) 53+ a^s — a,5,+ a,= 0, 

(«4— X) 54-I- a;^58— agS,— 0,5,4- ag= ; 
par conséquent l'équation qui fournira X sera le déterminant 





o« 




0, 


a. 


«3 


«4- 




a. 




a. 


«8 


1 ^ 

«4+7 


o» 


[43] 


a. 




«3 


X 

«4-6 


05 


«6 




03 




«4+4 


«s 


«6 


«7 


* 


«*- 


■X 


a» 


«fl 


C, 


«. 



= 0, 



(*) Voir au chapitre suivant, page 123, 
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équation qui fournira S valeurs de X^ et par suite 5 systëm.^ 
divers de solution du problème de la canonisation de la toroa^ 
de 8« degré. 

M. Sylvester a réussi aussi à résoudre le même problème 
pour la forme sextique. Mais son analyse assez compliquée 
peut être remplacée maintenant par une méthode plus expé- 
ditive donnée par Cayley, que nous donnerons ailleurs, et par 
laquelle on aurait pu tout aussi bien résoudre les problèmes 
ci-devant pour les formes de 4« et de 8« degré. Ce n'est pour- 
tant que pour une forme spéciale canonique des formes de 
degré pair qu'on trouve Téquation canonisante, et alors celle- 
ci prend la forme des canonisantes [38], [43]. 



CHAPITRE CINQUIÈME. 



DES INVARIANTS. 



8 1. 



Propriëtés des invariants considérés par rapport 

aux coefficients de la forme. 

•V. Nous allons maintenant entrer dans l'exposition de la 
partie la plus intéressante de la théorie des formes binaires, à 
savoir la théorie des invariants, qui doit soti existence aux re- 
cherches faites dans les 30 dernières années par les géomètres 
CsLjley^ Sylvester, Aronhold, Hermite, Brioschi, Clebsch, Jordan, 
etc., et son origine à un mémoire de M. Boole. Dans cette étude 
nous entendons suivre de près le développement historique de 
la science et fournir aux lecteurs tous les éléments nécessaires 
pour se rendre compte des découvertes des savants jusqu'aux 
derniers travaux des géomètres allemands, que nous ne pour- 
rons que laisser de côté,' car cela nous entraînerait hors du 
champ d'un cours ordinaire d'analyse. Cela seul d'ailleurs 
sufltoi, et c'est là tout notre but, pour mettre les élèves à 
même d'étudier avec succès et sans fatigue les ouvrages 
mêmes des Auteurs que nous venons de citer. 

Soit la forme 

ou, sous la forme abrégée de Cayley, 

r(œ, y) rr:^ (ao, a,, . . ., a^_j, a^J (œ, ijf . 



n 
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Posons 

^^^ y=p'X + g'Y ' 

f(œ,y) se changera en 

[3] ^ ^. 

Ao, A„ Aj , A^ étant les nouveaux coefficients de la trans- 
formée, qui seront évidemment des fonctions des anciens 
coefficients ûq, a^, a^, . . ., a^^, et des constantes p, q,p\ q' de 
la substitution. 

68. Soit maintenant <p une fonction rationnelle et entière 
des coefficients a^, a^^a^. . . .,a , et <t> ce que devient cette 
fonction lorsqu'on y a changé respectivement 

^09 ^1^ ^3*» • • •• ^^ ®^ **0> "^iï *^4î • • •» ^^f^' 

On dira que cp est un invariant de la fonction proposée f(œ^y)^ 

si Ton a 

[4] o = (l>g'— p'ff)^<P 

^ étant un nombre entier. Ainsi 

Un invariant est une fonction des coefficients d^ une fonction 
donnée telle que^ si dans celle-ci on change les variables, en 
d'autres par une substitution linéaire^ la nouvelle fonction 
formée avec les nouveaux coefficients résultant de cette 
substitution sera égale à la première multipliée par une 
puissance du déterminant de la substitution. 

Cette définition de l'invariant, une fois admise, suffit pour 
en trouver toutes les propriétés. 

Pour bien nous faire comprendre, nous donnerons d'abord 
quelques exemples pour montrer comment les choses se passent. 

Pour n = 2, on a l'invariant 

c'est-à-dire qu'on aura 

AqA. — a ,* — {pq'—p'q}^ (ao«4— «!*). 
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En eflFet on n'a qu'à substituer pour Ao, A,, A, leurs valeurs 

A„ = «oP» + 2 a^pp'+ a^p'\ 

A, = a^pq + a, (pq'-{-p'q) + a^p'q', 

Ai=a^q*+2a,qq'+(^%Q'*^ 

et faire les réductions nécessaires pour retrouver Tidentité. 
De même, pour n = 4, on a l'invariant 

et l'équation en effet 

AoA,- 4A,A3+3A,«=(W''— i)'<?)*(aoa4— 4«i«3+3a,* 

deviendra identique après avoir substitué pour A,,, A,, Aj, Ag, A^ 
leurs valeurs 

A^=aoP'+4a,p^p^-\'6a^*p'^^4a^pp'^-{-a,p'* (*), 

\ A,= aol>V+ 2a, (p^qq'-\-pp'q^) + a, (p^q'^ + 4i)grp'^'4-^' V) 

+ 2 a, (i?'*a«'+ W V^) + a.p^q'^, 

A,=ao(rt>+^.(0'+3çYi>)+3a,(gVP'+(Z'*«i>)4-« 
A4=ao«*+4a,g»a'+6aj<?*a'*+4a,g^'5 + a4^'^ 

Ces exemples suffisent pour montrer qu'avant de procéder 
en avant il est de toute importance de savoir comment en 
général les nouveaux coefficients sont liés aux anciens. C'est 
ce que nous fournira le théorème suivant : 

••• Théorèbib. Les nouveaux coefficients Aq, Aj,...,A^ sont 
des fonctions homogènes de degré n par rapport aux con- 
stantes p, q, p', q' de la substitution, et linéaires par rapport 
aux anciens coefficients ao, a,, a„ . . ., a . 



{\ Suivant une notation heureuse de M' Cayley on poun^ait écrire 

Ao= (Ooi «1» «il «3, a\) (Pi P')S Aj= (a^, a„ . . . , «4) (p, p'f {q, q') 
Ai= (oo, a„ . . . , ai) {p,pV {q, q')\ A3=:{ao, a„ . . . , aj (p,p') (^rj')'^ 
A4=(ao,a|, ...,a4)(g,g')». 
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DÉMONSTBATioN. Évidemment la fonction proposée étant ho- 
mogène et de degré n par rapport à a?, y, elle le sera aussi 
par rapport aux nouvelles variables. Mais comme les constantes 
P^ Qj P\ Q' sont associées aux variables X, Y, elles ne peuvent 
que suivre les divers degrés auxquels montent ces mêmes 
variables, et puisque le degré de celles-ci considérées conjoin- 
tement est constant et égal an, il en sera de même des 
degrés des quantités p^ q^p'jQ'' D'ailleurs la substitution 
n'aflFecte nullement les coefficients ao, «i, . • m ^^? ^iûsi ceux-ci 
figureront toujours linéairement dans la "transformée. 

On peut maintenant se proposer de trouver la valeur générale 
d'un coefficient transformé quelconque A.. Observons à cet effet 
qu'on a F=f[px-^qy^p'X'\'^y'\; et le coefficient A^, c'est- 
à-dire le coefficient de a^^^y sera encore celui de (^) ou 

de f- j , selon que Ton divise f par x^ ou par y**. Par con- 
séquent, en observant seulement de mettre F sous la forme 

^ri'+«(f).î'+«'(f)] «" fC'+^f). «•+"(?)} 

et en s'aidant de la série de Taylor, on aura indifféremment 
les deux expressions suivantes pour la valeur des coefficients 

de (fyoude(^)" ': 

1.2.3... i ^i - 1.2.3...» Vdv^^ dp-j M^'^'' 

1.2.3...(a-î) ^i— 1.2.3...(«-1) V dq ^^' dql ' '*' * '' 
d'où enfin 

(*) Comme nous avons déjà remarqué pour n=4 on pourrait écrire 
généralement 

A. = (ao, «1, «i, ..., a„„i, a„ ) {p,pT"*(?» îT- 



• • • 
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W. Théorème. L'invariant <p est une fonction homogène^ 
par rapport aux coefficients de la proposée. 
DiifONSTRATiON. Si Toii fait la substitution 

chaqae coefficient a^ deviendra aJi , et chaque terme par con- 
séquent de Tin variant contiendra en facteur une puissance de h 
exprimée par n fois le degré de chaque terme. D'autre part, le 
déterminant de la substitution étant dans ce cas /i^, il faudra que 

par définition Tin variant transformé de (a©, a i, «i,. -, ^J soit divi- 
sible par une puissance déterminée de 7i, ce qui n'est pas 
possible à moins que h ne figure partout au même degré 
dans chaque terme, fi'est-à-dire, à moins que Tinvariant ne 
soit une fonction homogène par rapport aux coefficients de 
la forme. 

71. Théorème. En appelant r le degré de Vinvariant 
et âk le déterminant de la substitution, on aura 

nr 

PJ <D = A^. cp. 

DÉMONSTRATION. Eu effet étant de degré r par rapport aux 
nouveaux coefficients, et ceux-ci de degré n par rapport aux 
constantes de la substitution, sera de degré nr par rapport 
à celles-ci, comme nous avons déjà observé ci dessus. Mais par 
hypothèse <1>=A^.9, et les constantes dans le second membre^ 
sont au degré 2^. Il faudra donc que 2^=nr, d'où ^ = — — 

Nous appellerons, d'après M. Hermite, indice de Vinvariant 
cet exposant M. On pourra donc dire que Vindice est égal à 
la demi-somme du produit du degré de la forme par le degré 
de Vinvariant. 

Corollaire. Si le degré de la fonction est impair, celui 
de Vinvariant doit être pair. 
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W. Théorème. Le poids de Vinoariant est constant et 
, , nr 
égal a -0— 

Ainsi en appelant 

les exposants, dont sont respectivement affectés les coefficients 
^09 ^n ^1? • •) ^n dans chaque terme de Tin variant, on devra 
avoir la relation suivante 

[8] o.eo+l.e. + 2.e,-f... + n.e^ = ^. 

DÉMONSTRATION. En effet faisons dans fiXy y) la substitution 

f91 a: = X+O.Y, 

^^ y = O.X + XY; 

on aura par ce qui précède ^ 

nr 

Mais par cette substitution les coefficients de /{x^y) sont devenus 
Par conséquent , si A*o A** A** . . . A**» est un des termes 

^ ' oit n 

<le <t> ce terme sera l'ancien a!'^ (i^ a*. . . a^ multiplié par 

14** 

^ «0+ t'^-^- .«,^-...+n.^^ ^^ commc ce facteur doit être commun à 
tous les termes afin que cp puisse se reproduire, on aura 

En comparant avec l'expression précédente, il en résultera 
la relation indiquée [8]. On en conclut que le poids est égal 
à Vindice, 

9^3. Théorème. L'invariant^ au signe près, est symétrique 
par rapport au^oo coefficients équidistants des extrêmes {*). 



{*) Nous appellerons une fonction symétrique par rapport aux coeffi- 
cients lorsqu'elle ne change pas lorsqu^on échange entre eux les coeffi- 
cients équidistants des extrêmes. Les termes qui s'échangent entre eux 
par cette permutation seront dits conjugués. 
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DÉHONSTBÀTioN. Car 8i Ton fait la substitution 

dont le déterminant est — 1, l'invariant se reproduira à une 
puissance -^ près de — 1, c'est-à-dire au signe près. Or, par 
cette substitution le coefficient en général a, devient a .. 
n faut donc que l'invariant demeure inaltérable, à part le 
signe, par cet échange, c'est-à-dire par l'échange entre eux 
des coefficients équidistants des extrêmes. Donc l'invariant, au 
signe près, sera symétrique par rapport à ces coefficients. 
On peut remarquer que, si 

g' h' k' 

a a, CL . , . 

g h h 

est un terme de l'invariant, en échangeant entre eux les coef- 
ficients équidistants ce terme deviendra 

g* h' k' 

n—g n—h n— il ' 

dont le poids sera 

(w-É7)9'+(n-/0/i'+(n-ft)/2'+... . 
Mais on sait que 



• 2 ' 

donc le poids de chaque terme après cet échange sera encore 

comme avant 

nr_ «r 

^^ 2 """2"' 
Les invariants qui par cet échange changent de signe s'ap- 
pellent invariants gauches. Ainsi les formes quintique et 
sextique ont respectivement un invariant gauche de 18« degré 
et de 15* degré, dont le premier a été découvert par M. Hermite. 
Par opposition nous appellerons invariants droits (•) ceux 



(*) Les géomèti*es allemands appellent ces invariants respectivement 
gerade und ungerade. 
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qui après cet échange conservent le même signe. Ainsi un 
invariant sera droit ou gauche selon que -^ ^^ P^î^ ^^ impair. 
Remarque. En s'appuyant uniquement sur la définition, on 
peut démontrer autrement qu'd Vexception des invariants^ 
gavxihes le produit du degré de Vinvariant par celui de la 
forme est un nombre doublement pair. Faisons en effet dans 
f(œ,y) la substitution 

[10] ;_^ Mod.=l. 

y = V-lX + 0,Y ) 

Par définition on aura Or=l^*cp = q). 
Mais par cette substitution 

A. = a .(i/Hîr'-'fVIIîy^a .(V^)\ 

i n—i ^ ^ n—t ^ * 

Par conséquent chaque terme de l'invariant acquerra le facteur 

(V—1 )'*'*, et il faudra ainsi que 

(i/irî)-<p=cp, 

ce qui n'est pas possible .si Ton veut que l'invariant conserve 
le même signe, à moins que nr ne soit doublement pair. 

Pour les invariants gauches le produit nr étant simplement 
pair, cette propriété n'a pas lieu. 

Dans le premier cas, selon que n sera de la forme 4p -|- 2, 
ou 4]9-f-l? ^ sera de la forme 2p ou 4p; et ce ne sera que 
pour les degrés des fonctions doublement paires que le degré 
de rinvariant droit pourra être impair. De ce qui précède il 
résulte encore que les fonctions de degré impair ne peuvent 
avoir aucun invariant impair. 

741. Théorème. La somme algébrique des coefficients nu- 
mériques de Vinvariant est nulle (*). 



(*) On pourrait considérer ce théorème comme corollaire de celui-ci, 
à savoir, que tout invariant de [x + y)^ est identiquement nuly ce qu'on 
prouverait en ayant égard à ce que Tinvariant est isobarique. 
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DiMONSTRATiON. Faisons en effet la substitution 

_ Mod.= 2 , 

y = V—lX + Y ) 



et supposons qu^on ait a,^=a*; alors Tinvariant, en appelant 

nr 

a cette somme, deviendra <p= (2a)* cr, et la forme se réduira à 
(x-^-at/Y^; tandis que la transformée deviendra 

r(]+yrTa)X+(l/=:ï+a)Y] = (l + aV=ïnx + ^^±^Y)': 

i^^m^mm Vk. l M L 1/ 1 \ ^ 

lis par la nouvelle substitution A. = (l+ « V^--î) 1 ; 

* \l+al/-l^ 

par conséquent 

^ nr nr nt 

>=(H_al/:rîr(«±Jp)%=(i/:rîf(I+a'fa=(±l)(l+af<,, 

\l+aK— 1^ 

et on devrait trouver ^ ^ 

(±l)(l + a«)*(T = (2a)'(T , 

ce qui est impossible quel que soit a, à moins que a = 0. 

9&. Théobème. Z*int;aWan^ (p satisfait à Véquation aux 
dérivées partielles 

DÉMONSTRATION. Faisons dans la proposée la substitution 

a? = X-h€Y, 
|/ = O.X + Y; 
on aura 0=9. 

Mais par cette substitution les coefiSlcients de f(x^ y) deviennent 

AQ=aQ , 

Ai = ai+«o€, 

A,= aj+2ai€4-aoe* , 

A3=a3+3aae-r3a,€»4-aoe' , 



FaI db Bbuho — Théorie des formes binaires. 



- 130- 

et généralement 

dont on peut trouver très-facilement rexpression générale en 
observant qu'on a symboliquement, en remplaçant ensuite les 
exposants par des indices : 

et 

F=(a?+€!/+ay)"=(a7+(a4^)l/)V2(a+€)'a?'*^y=2A.ir"^y, 

donc 

A.==(a + e) = a.4-^a<.i€ + ^^^a<.8€*4-...+<a^^^ 

Remarquons ici qu'en ayant égard à ce qu'on a dit au N. 32, 
on pourrait encore donner à A^ cette forme nouvelle et très- 
importante 

[12] A. = a.+ (€b + î?2€V+ï43€»b»+ . • .) a^=e.a. 

b désignant, comme h l'ordinaire, l'opération /^ ^i-idÂ ' 
Il est maintenant évident que pour les valeurs susdites de 
A^, A|, A,, . . . , <t> prendra la forme 

[13] <t) = <p + M,€ + M,€«4- MaC-'^^- . . . 

M„ Mj, . . . étant des fonctions de a^, a^^ a,, . . ., a^. 
Or cette équation devient, en vertu de l'égalité <t> = <p , 

= M. + M,€4-M36«+...; 

et comme elle doit avoir lieu quel que soit €, il faudra que 
Mais par le théorème de Maclaurin généralisé, on a 

en appelant Aa„ Aa„..., Aa^les accroissements en question de 
«0, «i, . . ., a^. Or cela donne précisément 
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CoBOLLAiBB. En vertu du théorème N. 73 on pourra échan- 
ger dans cette dernière équation les termes équidistants des 
extrêmes, et par conséquent Tinvariant satisfera encore à Té- 
quation aux dérivées partielles 

M»,g+(n-I,a.g+(„-21<..g+...+«.j^=0. 

Bemabque. Si la proposée était écrite sous la forme non 
bînomiale 

alors les deux équations caractéristiques 

I "'■.â+<»-ï>«.è+(»-2)-.g+-+'".5£=o 

deriendraient 

'„^g+(n-l)«.g+(„-2)a.g+...+<.^,g=0. 

Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer qu'en appelant, 
pour un moment, &, les nouveaux coefficients, on a par exemple 

^ »(»-l)(»-2 )...(»-A + l) ^ , 

d<p * î:2:3::ji ^* ^^ 



Mais 



Donc 



»-irfa* ,r«{«— 1)(«— 2)...(«-ii+i) n 

^ L i:2r,2-:7rk ^0 

_ »(ft-l)(«-2)...(n-A+l) 
'^fc"^ 1.2.3...* ^*' 

, _ g (»-l) (»-2) . . . (»-it + 2) 
^»-i~ 1.2.3... (il-1) ^Jk-r 



ce qui montre comment la première du 1«' groupe se change 
dans la seconde du deuxième groupe. 
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9G« Non seulement la condition énoncée [11] est nécessaire, 
mais elle est encore suffisante. 
Pour cela, il suffit de faire voir que, si Ton a 

M, = 0, 

on aura nécessairement M^ =: , 

et qu'ainsi «réquation = <p sera toujours satisfaite pourvu 
que la première condition [11] soit remplie. 
A cet effet observons qu'en posant 



\ = *«,-i« + ^4x^ ^.-2^*+ . . . =(a + €) — a^ , 



on aura 



Posons pour plus de commodité 

on verra aisément que les termes qui peuyent fournir e sont 
compris dans la somme 

Ç!onsidéroDS, dans le cas particulier de { = 2, Z = 3, les sommes 
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et posons h^=ith'^. Il viendra, pour le coefficient M, de e*, 

et d'après la valeur susdite de h. , 

Or 00 peut embrasser les deux termes dans un seul signe 

symbolique 

[17] M,=: ^ (7.ia,_,^a^){Zia.__^ba) , 

en convenant de faire porter les dérivations indiquées par ba^ non 
seulement sur la fonction <p, mais sur les coefficients mêmes 
(û) contenus dans le second 2. Ainsi, en écrivant celui-ci de 
cette façon 

l'opération du premier 2 donnera 

2 M< + 1) a,_, l» «,^, = 2 M< - 1) a,._8> a, , 
^ par conséquent on aura 

où le premier terme est produit par la dérivation sur 9 , et 
le second par la dérivation sur les a. 
Pareillement on aura 

et cela donne 

OU 

I 
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somme qui symboliquement peut se représenter par 

Car, sous les mêmes conventions qu'avant, on a, par une pre- 
mière opération, 

et par une seconde opération, en observant que le numérateur 
de M3 se transforme comme il suit : 

on voit qu'on reproduit précisément l'expression [18] de H,. 
On verrait ainsi généralement que 

peut se mettre sous la forme 

Mais, d'après le théorème N. 74, on a 

Donc Mj = 0. 

Remarque. On pourrait observer, eu égard à ce résultat, que 
d'après la remarque faite au N. 74, le nouveau invariant O peut 
prendre la forme 

<t) = q)(Ao Aj ... AJ =q> ( e.rto , e.di , ... , e.a^ , ... , ô.û^J- 
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d^où Ton voit évidemment que e étant toujours associé à b on 
doit avoir 

On a donc cette propriété nouvelle, que 

9V. Les équations caractéristiques [15] dont nous nous som- 
mes occupés jusqu'à présent peuvent être remplacées par les 
opérateurs 

. d . , d . d . , d 

appliqués aux invariants transformés O, et Ton aura alors 
5 d) = 0, b, O ^= 0. Nous nous réservons de démontrer ce 
théorème en traitant des covariants ; pour le moment nous 
Boua contenterons de faire quelques vérifications. A cet effet 
XK)ur plus de commodité dans les calculs, observons que la 
fo.rme binaire pourrait être exprimée symboliquement par 
f{x^ î/)=r(aa?-|- Py)**, et alors les coefficients symboliques a**, a^"" p, 
etc. désigneront les coefficients réels ûq, aj, etc. Cela posé, il 
est aisé de voir d'après la formule [6], N. 69, que le coefficient 
transformé A^ peut être représenté symboliquement par 

« 
A l'aide de cette formule, l'invariant 9 = ac — fe' de la forme 

ax'^'\-2bxy '\- cy^ fournira l'opération ' 
b0===b(AC-B»)=:b[(ai>+ppO'(«î+PîT--(aî+P^')(«l>+Pl>')'] 

Pareillement l'invariant 9 = ae— 4&d+3e' de la forme quar- 
tique aâ;^+4&a;y^ + 4c?a?V+4rf^'+^î/* fournira l'opération 
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b<t> = 6(AE — 4BD + 3C«)3r 

=6 [(ap+Pp?(aj'+P?r-4(aî+Pj'')(ap+p?03(ejjr+pjr»)8(ap+aj') 



+ 3 foj' + t^griap -h Pl)')»=-4(a;?+p;/)*(ajr+Pjr')3ap+pp' 



-4(ap+ Pi?')* (aq+ figTap + ?q'--l2{aq+fiq'){ap +py')s (a j^+pj'j^p.^^)» 



D'ailleurs, comme ces fonctions sont symétriques par rapport 
aux systèmes (p, p'), (g^, (?'), il s'ensuit que l'opérateur h^ 
fournira un résultat identique. 

Au lieu de considérer les invariants par rapport à une 
forme; on peut se proposer de considérer des invariants par 
rapport à plusieurs formes simultanément, et alors on serait 
conduit à étudier des fonctions telles des coefficients de diverses 
formes à la fois qu'elles puissent se reproduire lorsqu'on rem- 
place dans ces formes les variables par d'autres liées linéaire- 
ment aux premières. Nous appellerons ces fonctions invariants 
simultanés. Tels "seront les déterminants des systèmes d'équa- 
tions à plusieurs inconnues de 1*' degré, sur lesquels nous 
reviendrons une autre fois. Considérons maintenant en parti- 
culier deux formes /", F; on aura ce théorème. 

•8. Théorème. Soient f, F deiuv formes de même degré n ; 
(a^, a^, a,, . . .), K, «i, a, . . :), leurs coefficients respectifs, et 9 
un invariant de la forms f ; la fonction 

sera encore un invariant (*). 

DÉMONSTRATION. En vcrtu de l'équation fondamentale [4], 
N. 68, l'invariant cp ne doit pas cesser d'être un invariant, quels 
que soient les coefficients de la forme f. Or, si celle-ci devenait 
Z'+ftF, les coefficients de f se changeraient en «o + '^cio» 
ai+'^a„...,a^+Aa^. Par conséquent <|)=cp(a^-f'^»^i+'^i— ) 



(*) On doit ce théorème à M. Caylej. 
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sera encore un invariant, et cela quel que soit h. Donc, si on 

développe cet invariant selon les puissances de ft, h étant 

quelconque, tous les coefficients de h seront des invariants, 

etronanra en particulier, pour le coefficient de ft, Texpression 

snsdite «o |^ + «i f^ -h • • o ce qui prouve le théorème énoncé. 

ExBHPLB. Soit cp = aoa, — «i* l'invariant de la forme 

f=aa^-\'2aiœy-\-a^y* et ¥=ia^œ*-^2oL^a)y'{-^^y*; on aura un 

invariant dans l'expression aoa,-|-^9^o — ^CLflr ^^ ^^^^9 ^^ ^^^^ 

79. Théobèmb. {/ne fonction donnée q> de^ coefficients d'une 
équation sera un invariant si elle est isobarique et symétrique 
et si elle satisfait à Véquation aux dérivées partielles. 

DéifONSTRATiON. En effet,, puisque le poids est constant, la 
fonction 9 ne changera pas par une substitution de la forme 

et d'après la seconde condition elle ne changera pas non plus 
par une suljstitution de la forme 

a? = X + €Y, 

Si donc nous faisons voir qu'à l'aide de ces substitutions la 
fonction q> se changera pour une substitution quelconque 

[231 f \ ^ -, 

^ \ Î/=D'X + (Z'Y, 

en (pq'—p'q)^^ -, 

le théorème sera démontré en vertu de la définition que nous 
avons donnée de l'invariant. 
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Or faisons dans 

successivement les substitutions 

y = y^ , !/'= - ^" , if= y'" , • y'"= _^ Y , 

en appelant A le déterminant (pqf — p*q) de la substitution. 

D'après ce que nous avons fait remarquer, les trois premières 
substitutions, étant de la forme [2] et [22], n'altéreront pas 
la fonction 9. Mais par suite de la quatrième, comme d'après 
les conditions admises, 9 sera nécessairement une fonction 
homogène (*)^ q» acquerra le facteur A , qui est un nombre entier 



(*) D'après ces prémisses la fonction 9 sera homogène. Car son poids 
sera une constante ^. D^aillenrs, au signe près par la substitution [21], 
on devra avoir, si par hypothèse on appelle un de ces termes T=:Ta^'a}'... , 
puisque Â^ =( — l)a*^_j^ et puisque la fonction est isobarique et symé- 
trique, 

{n^g)9'+{n--h)h:+..,=gg'Arhh!+...:=z^, 

d'où ' n(^'+V+...)-=2jA. 

Or p'4-^'+ • • • est précisément le degré r de la fonction, et \k est constant; 
donc r est constant et par conséquent la fonction est homogène. 

Cela résulte encore d'une autre considération. Soit toujours T un des 
termes de qp, é,, e^, c^, . .., e^ désignant pour le moment les exposants : 
Téquation [20] donnera pour ce terme transformé : 

«, r^O «^1 «<ïl ^n-1 1 

Lai '^ a^ *^ % ^^ ^ «n V • 

Or faisons 

a^'=. a^z=. a^':=- , . .':=^ (X, 

L'équation caractéristique deviendra 

poids X I T = 0, 

et comme le poids est constant 

IT = 0. 

Or ZT représente maintenant une fonction de a, qui doit être nulle 
quel que soit a. Mais on ne peut pas admettre que chaque coefficient 
soit nul, ce qui serait contraire à l'existence admise de la fonction. 
Donc il faut que a se trouve, comme puissance, facteur commun à tous 
les termes, ce qui prouve l'homogéoéité de la fonction : et ce sera la 
somme algébrique des coefficients numériques qui sera nulle. 
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quelconque; mais les quatre substitutions successives donnent 

Donc par cette substitution la fonction q> devient A* <p ; donc 
elle est un invariant. 

Au lieu de mettre la condition que la fonction soit isobarique 
et symétrique, on peut poser la condition qu'elle soit homogène 
et de poids -k- ; car alors, comme on a par hypothèse 

et g'^ji'^^ . . = r; 

il s'ensuit que 

ou que 

{n-g)g''\-{n — h)h'+,.. = gg^-^hh'-{-... , 

ce qui démontre que la fonction est symétrique. 

SO. CoBOLLAiRB. Dc cc qui précède résulte une méthode très- 
facile pour calculer un invariant relatif à une fonction f(x^y). 
Après avoir choisi convenablemetft le degré r de l'invariant, 
d'après le théorème 5, on déterminera préalablement la forme 



s 



14 ♦» 



d'après les équations 



O.eo+l.e^ + 2.^,4- . . • + ne^= V 



et on aura déjà l'attention de désigner par de lettres semblables 
les coefficients numériques des termes conjugués. Ensuite on 
assignera les valeurs des coefficients à l'aide de l'équation [11]. 
Remarquons cependant ici qu'un des coefficients sera toujours 
arbitraire; car il est évident que cette équation ne sera pas 
altérée si on multiplie l'invariant par un nombre quelconque. 
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Soit, par exemple, 

n = 4, r = 2; 

on aura pour la forme de Tinvariant 

<p = A Uf^a^ + Ba,a3 -f C a,* ; 

et réquation [11] donnera 

«0^3 (B 4- 4 A) + a^a, (3B + 4 C) = 0. 

Comme un des coefficients est arbitraire, posons 

A = l; 
il en résultera 

B — — 4 C = + 3; 

donc l'invariant sera 

Nous donnerons à la fin un tableau des invariants des 
fonctions du 2®, 3®, 4« et 5« degré, que nous avons calculés 
par cette méthode. A la vérité les discriminants du 4« et du 
5« degré avaient été déjà calculés avant nous : mais ce n^est 
qu'après en avoir fait les calculs que nous eûmes connaissance 
des travaux antérieurs des autres. 

81. A Taide de la forme canonique de la forme biquadratique 
on peut trouver facilement une belle relation entre les inva- 
riants et le discriminant de la forme biquadratique. 

En eflfet, en partant de la forme canonique 

les invariants quadratique et cubique, que nous appellerons 
Ij , I3 , se réduiront à 

Le discriminant (a) sera évidemment, ou par réduction ou 
par l'inspection des dérivées, 

A==(l — 9m»)^ 
Or il est facile de constater que 

(1-9M2)« = (1+pmî)3-27mM1~I^V; 
d'où 

[24J . A«=V-27V. 
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S 2. 



Des invariants considérés par rapport aux racines. 



U Thborème. Une fonction symétrique ties différences 
des racines^ telle que chaque racine y entre au même degréy 
est un invariant de la forme proposée, 
DÉMONSTRATION. En effet, soit 

[1] fi^iv) = «0 (^—OLj/) (a?— a,!/) (a?— a^y) . . . (a?— % y) 

la fonction proposée, et I = a{^ / ^(a — ttt)^(gi— «sl^as— aj^ . - 

l'invariant. 
Si on y fait la substitution 

ûo = px'-\-qy\ 
y = p'œ'-\-qy, 
on aura 

et par conséquent la transformée des différences des racines 
deviendra 

tandis que le coefficient a^ de jT deviendra 
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Ainsi, si N est le nombre des différences des racines, il 
viendra, en appelant 9 cette fonction, 

[2] <t> = (pg'-p'(y)V 

Car, puisque chaque racine 7 entre un même nombre de fois, 
chaque facteur de la forme (p — p'a^) sera répété un môme 
nombre de fois, que nous appellerons \i^ et Tensemble par 
conséquent des produits de tous les dénominateurs deviendra 

[(P— JP'Oi) (P—P\) ... (P-P'aj]*", 

qui réduira le nouveau coefficient A^ ^ o^' Il n^ restera donc 

que {pçt—p'q) en fecteur. 
Par exemple les fonctions 

2(0.— a,)* (0,-04)*, 

2 (a,- a,)*(o»-a4)*(a,— o,)(o,— 04), 

2 (o,- o.)» (o,- 03)* (o,- a,)« (o,- a,)* (o,- a,)«, 

seront des invariants, tandis que 

' 2aB*«e*(«i-o,)(a,-oJ«, 2(05-o,)»(a,-o,)(o,-a4)« 

ne le seront pas, car la première n'est pas une fonction des 
différences des racines, la seconde ne contient pas toutes les 
racines un même nombre de fois. 

88. Théorème. LHnvariant 9 exprimé en fonction des 
racines satisfait avLX équations 

en posant 5i = 2a. 
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I)iKONSTRATioM (*). En effet, on a 

(51 ^ = ^ ^ -L ^ ^ 4_ 4- ^*P ^« 

^ -' da^ dat daf ' rfai rfo^ ' * " "• rfa„ cto/ ' 

et an moyen de la relation (voir N. 8) 

on obtient 

équation qui moyennant les relations connues entre les sommes 
des puissances et les coefficients se transforme en celle-ci 

m 2lï>-[»'^£:+<«-"«.g+-+''^.a- 

On trouvera de même 



OU bien, par les mêmes relations déjà mentionnées, 

-s°;3i=-B>.''+^>-«<''-^'+*"j-ii<"'^'+^j 

- ■•■ - sf '".».+ I" + 'I "«l'i 

et, en ajoutant et en retranchant SiŒq j^ , 

n n 

x^ «rf© V ^ d(p d(p . ck d(p , n dtp , , d(p 

(*) Cette démonstration est due à M. Brioschi. 
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Maintenant, puisque 9 est une fonction homogène de degré r 
par rapport aux coefficients, on aura 

D'ailleurs on sait que — ^i «o t^ = ^1 ^ • 
Partant 

n 

Mais nous avons démontré que le second mefnbre est nul par 
une propriété des invariants, donc 






ce qui est Téquation [4]. 
On peut obtenir de la même façon cette autre relation 



fi I«.s^,=».a+'^ffi+--+"«. 



dfp 
da^ 



Mais le second membre, d'après une propriété connue, n'est 
autre chose que l'invariant multiplié par son poids, donc 

Notons en passant que sous la forme binomiale les équations 
[4] et [7] deviennent 

[8] ( 
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• 

SI. Les propriétés exposées sur les invariants considérés par 
rapport aux racines peuvent servir & mettre généralement la 
forme canonique sous une autre forme telle que les coefficients 
soient des invariants. 

Bappelons nous qu'en posant 

îM-a^ -\ — f^,x y+ 1^2 <it^ y-^--^tn^\y 

on peut mettre f(x^ y) sous la forme 

Posons maintenant 

fii-»-t 

^^ ^ = S, L"* ^"»~ "•' "^^ "* ^"' ~ "** *''] ' 

fn-l-t 



on aura 



[13] a? + a.i/=;j5Ly'(a,_a.)(a,-a,), 






(14] X -\- a^y = -^£0^(0.-03) (a,-a^)+i/'(a,-a,) K-aJ. 
Faisons 

m ff,=P.P,(a.-o,)*"*', 

, _ («|-<'i)(«3-«/) . 

'"J ^«^ («,- a,) («.-«,) ' 

il Tiendra 

8] 

(*] Il est aisé de voir que A^^i — l. 

FaI db BmuMO — Théorie dst formée binairet, 10 
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Théorème. Les fonctions q e^ A sont des invariants (V- 

DÉMONSTRATION. PosoDS en eflFct 



[20]T=(2«+l)a.A.+2na.A+(2n-l)a,A+..._H»^^^ 



u 



= «©> 



Si nous appliquons ces symboles d'opérations aux équations 
de condition [9] N. 62, il viendra les deux systèmes d'équations 

pPi + Pp« + pp. + ••• + PP„ + PP,^i = , 

«iPPi 4- «tPP» + «sPP» 4- - + «„PP„ + «n+lPP«+l 
l+P|P«. + P,P«, 4- PsP«s + - + Pj\ + P„+iP«„^.i 

I j. «l*PPt + «.*PPf + «s*PPs + - + «* PP„ + i+i?Pn+l \ _ 

"m|+p.p«.* + P.P«i* 4- P»PV 4- - 4- P„P< 4- P„^,P«Li \~^^* 



«1 PP.4-«2 PP,+«3 PP.+-4-«„ PP»+«„+l PPn+1 . , 

l+P.PS +P.P<»2 4-P,P«3 +-4-P„P«„ 4-P„^,PVi ) 

TP. 4- TP. + TPa + ..• 4- fP„+i = (2n4-l) a. , 

"iTP, 4- ««TP, 4- ajTj), + ... 4- «„^iTP^, j_ 
I4-Pif<»i 4- P«ta, + P3T«3 + -. + P„H-iT«„+i j~ ""*' 
a,»Tp,4-o,»Tp, + a3»Tp,+ ...-fo* Tp j 

rooi/ { » >=(2n— 1)0,, 



i , _ 2»-i-l , ^ 2n-i-l , 2n-i-l , , 2n-»-l 



(*) Ce théorème est dû à M. Betti. 



- 147 — 

Qr, en ayant égard aux équations de condition susdites on 
atis&ira au premier système en posant 

et an deuxième en posant 

Au moyen de ces relations on trouvera 



PA, = 0, ( tA, = 0. 

Mais on sait que toute fonction I qui satisfait aux équations 
symboliques 

• pl = 0, tI = 

est un invariant, donc les fonctions ^i, g^ Â^ qui y satisfont 
sont des invariants. 
H&. Voici une autre démonstration. Si Ton pose 



y=rccr-^s'y\ 

les racines de la canonisante deviendront . ° . En eflFet, si 

r+ra ' 

au lieu de faire cette substitution dans la forme proposée, on 
la fait dans la forme canonique, on voit que les nouvelles 
quantités a' se transformeront en o!=^ , ,° ' 

Par conséquent' l'expression A^ demeurera inaltérable, car 
elle ne résulte que des différences des racines ai, os, 03, a^ 
qui y figurent au même degré. 
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Maintenant no as aurons pour les nouvelles valeurs de p, ^ 



ou 



[26] ^/=A ^4 

On aura de même 



, . , ,2n+l / , . v2»-ê-l/ v*»-^J A*""*"* 

,',= p.(r + r'«.) |,,(r+r'«,) (a.-«,) ^^^^^^^^.^^^^.^^)^^. 

OU 

[27] (2^,= a'""', g,. 

Or les équations [26], [27] démontrent évidemment avec ce 
qui précède que les quantités A^ q^^ q^ sont des invariants. 
Avant de terminer ce paragraphe , nous prévenons le lecteur 
que nous nous sommes réservé de donner dans les Tables même 
à la fin de Touvrage les valeurs des invariants des formes de 
degré 2, 3, 4, 5 exprimés en fonction des racines, ce qui com- 
plétera l'étude que nous venons d'en faire. 
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«3. 

Nombre des invariants de mftme degré 
appartenants à la même forme. 



86. D'après ce que nous avons étudié précédemment, il 
résulte que toute fonction de degré r d'une forme de degré n 
qui satisfait & Topération 

TU 

pourvu qu'elle soit homogène et de poids p = -x-, est certai- 
nement un invariant. Dans le cas contraire, c'est-à-dire, lorsque 
elle se réduira & zéro par l'opération b, elle sera ce que nous 
appellerons un seminvariant ou péninvariant .Toute fonction 
symétrique des différences des racines est dans ce cas, d'après 
ce que nous avons vu au N. 32; ainsi les résidus de Sturm, les 
coefficients de l'équation aux carrés des différences, les coef- 
ficients des covariants rentrent dans la classe des péninva- 
riants. Par exemple, pour les formes quintiques on a 

200 (a^a, — 4a,a^ + 3a,«) = ao« 2 (a - p)« (t - b)% 

«KK)(ae/ï,a44-2a,a,a8— aotts»— a,*a4— a,»)==ao»2(a-pr(T— b)*(a--T)(p--l>), 

où le signe 2 s'étend à toutes les racines a, P, t, b, € de la 
forme ; mais les fonctions des coefficients dans les premiers 
membres ne sont pas des invariants, soit parce qu'elles ne sont 
pas symétriques, soit parce qu'elles ne sont pas du poids 
-^ = 5, -^ =: 15 respectivement. Par exemple, la fonction 
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est un péninvariant seulement, car elle satisfait h Téquation 

mais non aux autres conditions, soit de la symétrie, ou de Té- 
quipollence selon le poids -^ = 10. 

Soit que Ton s'occupe de déterminer des invariants ou des 
péDinvariants, à Taide de coefficients indéterminés en vertu 
de Topération b = 0, comme nous avons expliqué au N. 79, il se 
présentera toujours cette question qu'on va résoudre. 

Soit <p une fonction isobarique homogène de degré r et de 
poids p, formée avec les coefficients de la forme f(x^ y)*, qu'il 
s'agit de déterminer à l'aide de l'équation b = 0. Le nombre 
des coefficients indéterminés, que nous représenterons par C , 
sera égal évidemment au nombre des termes de qp, c'est-à-dire 
au nombre des manières dont on peut avec les nombres 
0, 1, 2, 3, ... , n — 1, n, pris r à r,"même avec répétitions, 
former le nombre p; car ces nombres sont précisément les in- 
dices des lettres a qui figurent par hypothèse dans la forme 
f(x,y)**. Mais lorsqu'on aura fait subir à qp l'opération b, le 
poids sera devenu i? — 1, tandis que le degré de la fonction 
résultante sera toujours r. Soit Cp-i le nombre des termes de 
cette fonction, nombre qui sera évidemment <Cp, le nombre 
des équations de condition sera la différence entre Cp e Cp-i, 
donc Cp—Cp-i exprimera le nombre des coefficients qui de- 
meureront arbitraires dans cette évaluation des coefficients (•). 
Ce nombre Yp = Cp — Cp^i exprimera donc le nombre des 
fonctions 9 de degré r et de poids p qui satisferont & l'é- 
quation l>=:0. Parfois ces nombres seront indéfinis, car indéfini 



(*j Cela jBuppose esseDtielleraent que les équations de condition soient 
toutes iodépeDdantes entr*elles, ce qui n'est pas toujours le cas, ainsi 
qu'il r«.'8ulte des recherches du Prof. Gordan sur le nombres des cova- 
riants des formes quintique et sextique. 
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^t le nombre Vp des systèmes des coefficients arbitraires qu'on 
peut choisir; mais si on se limite aux fonctions indépendantes, 
ce nombre est fini et ég^l précisément & Vp ; car on peut faire 
dépendre linéairement toutes les autres fonctions <p de Vp 
d'entr'elles. 

87. En effet dès qu'on aura déterminé un nombre R des 
invariants de degré r, correspondants & la forme de n^^'^ degré, 
on pourra s'assurer que tous les autres invariants, que Ton 
pourra former à l'aide des équations caractéristiques, seront 
fonctions de R d'entre eux. 

Pour fixer les idées supposons Vp = R = 2, et appelons M 
et N deux invariants formés en partant des systèmes de coef- 
ficients arbitraires 

A, B ; A', B' . 

Soit maintenant I un autre invariant dérivé d'un autre système 

de coefficients arbitraires A",^". Je dis qu'on pourra toujours 

poser 

[1] I = aM + &N*, 

^) b étant deux coefficients numériques. 

DÉMONSTRATION. Obscrvous d'abord que la partie littérale de 
tous les invariants sera la même, et que la seule différence 
consistera dans les coefficients. Par conséquent on pourra poser 

[2] M==A(A) + B(B) + ...+L(L) + ... , 

P] N = A'(AJ + B'(B)+... + U(L)+... , 

[4] I = A"(A) + B"(B)+... + L"(L)+... , 

en désignant par (A), (B), (L), ... la partie littérale des termes, 
et par A, B, A', B', A", B", etc. les coefficients. 

Observons encore que, si les équations de condition dérivées 
des équations caractéristiques ont fourni une équation dp la 

forme • 

[5] L=:XA + |iB 

pour le coefficient de partie littérale quelconque (L), la même 
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relation subsistera pour n'importe quel autire système, et 
qu'ainsi on aura encore 



[6] L'=XA'4-mB', 

Multiplions maintenant les équations [2] , [3] par a, dy 
respectivement, on aura 

[8] aM+&N=(A) (Aa4-&A')+(B)(aB-|-&B')+...+(L)(aL-H;U)+.... 

Maintenant posons 

[9] aA + &A' = A" 

[10] aB + &B' = B" ' 

équations qui détermineront a, &; et observons que le coeffi- 
cient quelconque aL-j^ôU est égal à 

a (XA + MB) + &(X A' + ^B') = X{aA + &A') + |i(aB + &B'); 

et que, par conséquent, en vertu des équations [9], [10] , il 

viendra 

aL + &L' = XA"-f |iB"=L". 

Alors il en résultera que Téquation [8] se transforme en celle-ci 

aM + &N = A"(A) + B"(B) + ... + L"(L) , 

ou aM + &N = I. C.Q.F.D. 

Ce que nous avons ainsi vérifié pour R = 2 est généralement 
vrai. Car soit I un invariant quelconque fourni par un système 
particulier (p) de R coefiîcients arbitraires. Mais supposons qu'il 
en existe déjà R formés par R systèmes de R coefficients. Il est 
évident que au moyen d'un système de R coeflScients numé- 
riques a, &, c, ... on pourra faire dépendre le premier système (p) 
des R autres systèmes donnés. Et comme en dernier ressort tous 
les coeficients de I sont des fonctions linéaires du premier 
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système, et qu^on fait dépendre celui-ci linéairement des R 
antres systèmes, il s'ensuit que l'invariant I sera une fonction 
Unéaire des B autres invariants. Donc 

Le nombre des invariants indépendants de degré r (•) est 
égal au nombre V (p, r, n) des coefficients arbitraires qui 
figurent dans les équations de condition fournies par les 
équations caractéristiques. 

Ce nombre dépend comme nous avons vu de la détermination 
de (41, détermination & laquelle nous sera utile le lemme suivant. 

88.LBMME. Le nombre des manières dont un nombre p peut 
être formé par la somme de r nombres entiers 0, 1, 2, 3, ..., n, 
est égal au coefficient du terme en jF z dans le dévelop- 
pement de la fonction: 

1 



[11] Z = 



(1— «)(1— flr^)(l-a^«)...(l— «"^) 



Développons, en effet, cette fonction suivant les puissances 
Ascendantes de z; il viendra 

[12] Z = l + A4;j + A,2« + A35'-f A,2*+..., 

où les coefficients A seront des fonctions entières de œ. 
Comme chacun des facteurs .__ . peut être développé en 
série de la forme 

on pourra obtenir la série [12] en multipliant ensemble toutes 
les séries [13] qui s'obtiendront en posant successivement 

i = 0, 1,2,3, ...,n. 



(*) Nous entendons par indépendants qn*ils n^ont pas des relations 
linéaires entr^eux, c^est à dire, qu'ils sont asysygétiques ; mais ils pour- 
raient étre^ comme observe M. Cayley, des fonctions d'invariants d'ordro 
inférieur. 
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Or, évidemment dans chaque terme du coefficient Âr de t!^ 
les puissances x entrent en nombre r, et la puissance, âr , 
par exemple sera répétée autant de fois qu'il est possible d'ob- 
tenir le nombre p avec r nombres choisis parmi les 0, 1, 2, 3, ..., 
n, même avec répétition, comme ou le voit par la série [13]. 

Ainsi si on appelle C (p, r, n) ce nombre, le terme contenant 
a? z dans le développement sera 

(JP, r, n) a?z^. 

89. Il s'agit maintenant de l'évaluer (*). Changeons, à cet 
eflTet, œ en xz^ on aura 

(1 - z) Z = (1 — 0?**^^;^) (1 + A,ar;ï + A,a?V + ... Ara?*" /+...); 

d'où, en comparant les coefficients de z^ il viendra 

Ar (l - 0?") = A^i (l - 0?"^) . 

Par conséquent en appelant i|;(^) la valeur de Ar, il viendra 
cette formule fondamentale 

li<,j fi^;— (i_a?,(i_a!')(l-ar»;...(l— «••) 

Posons maintenant 

[15] ip(a7) = l + Cia? + C4a?'-[-C3a;'4-.. . , 

où Cpsera précisément C(i?, r, n). On aura 

y^[x) Ci+2Cii»-|- 3C.;Z^+ 404^^+ . . . 



[16] 



Mi (a:) 1 + OiX + C.a^+ C^+ . . . 



Mais en appelant f[x) et 9(0?) le numérateur et le dénomi- 
nateur de la fonction Ar = M^ (a?), on aura aussi ' 

^ ^ via:) /(a?) (P(^)' 



(*] Cette méthode est due à M. Brioschi. Mais pratiquement celle que 
nous exposons au N. 90 est de beaucoup plus préférable. 
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Soient maintenant 



'i ï 



'« > 



«», 



a 



Pi » P« ? P» » • • • ï Pn ' 

les racines respectives des équations /■ (a?) = et q) (x) = 0, et 

posons 



[18] 



S = h---H 

Pi Pj P* 









«3 



1 



il Tiendra 



Jj^=5, + 5,a? + 53a?« + 54a;»+... , 



car on a généralement 

Or en comparant avec [16], on trouve 



[19] 



4C, = C3S,+ C,s,+ 0,5,4- *4 , 



Ces équations donnent aisément 





^i 


— 1 










St 


^i 


-2 







S9 


St 


*i 


— 3 


[20] 1.2.3. ..pCp = 


Si 


*3 


*s 


*i -4 



^p_l Sj^f ^p_3 *p_4 Sp^^ 
Sp Sp_i *p_5 ^p_3 *p.4 










(J7-1) 
^1 
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90. n ne s'agrit plus que de trouver les expressions de s 
en fonction des racines de f(x), et 9 (œ) qui seront de la forme 

Or on sait qu'en général la fonction symétrique s^ des racines 
sera =1 ou =0, selon que x est ou non multiple de L 

Dans notre cas, l peut prendre successivement les va- 
leurs n+l, n4-2, n-f-S, ..•, n+y pour f{x)y et les valeurs 
1, 2, ?,..., r pour 9(0?); donc, en désignant par le symbole 
E f y I une quantité E f y 1 = Z si X est multiple de l, et = 0, 
si X n'est pas multiple de 2, il viendra: 

[21] 5,=ic)+e(|)+e(|)+e(^) + ...+e(J-) 

■"^(;iTï)~^(iïT2)"Min^^ 

Ainsi, pour calculer le nombre C (p, r, n), c'est-à-dire le 
nombre des manières dont un nombre p peut être formé par 
r nombres choisis dans la suite 0, 1, 2, 3, ..., n, même avec 
répétitions, on calculera les s qui figurent dans la formule [20] 
au moyen de la formule [21]; le déterminant ainsi formé, divisé 
par 1.2.3... p, donnera le nombre cherché. 

Exemple. Soit à chercher C (6, 3, 5) où p = 6, r = 3, n = 5 ; 
on aura 

., = 1 + e(|)+k(3^)-k(;-)-e(>)-e(|). 
et partant 

5| = 1 , ^3 = 4 , 5j = 1 , 

5 j = 3 , 5^ = 3 , Sq = , 



(*] Le premier terme provient de Tôquation 1 — = 0. 



f 
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et le déterminant [20] sera 



l.U45.6C«= 



et enfin 



1—10 

3 1—200 

4 3 1—30 
3 4 3 1 
13 4 3 1 
13 4 3 












4—10 




=1.2.3.4 


21 1 -5 
19 3 1 






= 1.2.3.4.5.6.6, 



On pourrait aussi exprimer la valeur de C^ par cette formule 
nouvelle 

^'^2j(x.)(x,)...|xo(tJ [2] •■'['T) 

où (x^) = 1,2.3... <. 

n sufSt d'observer que les équations de condition [19] 
prennent la forme de celles [7] N" 2 si on change s en — «, 
cas auquel la formule [26] du N° 4 devient celle qu'on a écrit. 

91. Souvent il sera plus simple de calculer C^ parla formule 
suivante 

[22] C,_C(p,r,n)_«arï) (i_^, (i_^) ji_^.,, ^i_^^ . . . (i_^, 

où par le symbole (f.x'^y) nous entendons le coefficient numé- 
rique de Texpression une fois développée selon les puissances 
ascendantes de â?. 

ExBMPLB. Soit, comme précédemment, p=6, r= 3, n=5, 
on aura 



=W 



(l-fl^)(l— a?^)(l— ig«) _ 



=((iï«))(l+a?3){i+ir»+a;*+a?«)(l+a?+a^+a?8+aj*+a?»+«») 



(l-«)(l-aj«)(l— «») 
= «aî«5 (1+ a? + a?'+ 2aî*+ 2aî*+ 2aî5+ 2a?«) (1+ ir«+ aj*+ aï«+ . . .) 



= ({««)) (l + a?*+2a;*+2aî«+...)(l + ir« + i5*+a;*+...) = 6. 
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99. Remarquons que la valeur de mi {x)j en la multipliant 
et en la divisant par (l—x^'^ )(l — oT^ )...(l — ^^)j peut aussi 
se mettre sous la forme 

[23J V(^; — |l_^^l_^2jjl_^j^^ ^^_^j» 

qui, d'après les principes exposés, donnera le coefficient de z^ 
dans le développement de 

1 

En ayant égard à ces deux formes de i|i(â?) il s'ensuit que: 
Théorème. Le nombre des manières dont un nombre p 
peut être formé par la somme de r termes de la série 
0, 1, 2, 3, .. ., n est égal au nombre des manières dont ce 
même nombre p peut être formé par la somme de n termes 
de la série 0, 1, 2, 3, ..., r. 
Ainsi soient les éléments 0,1,2,3,4,5, 

et soit r = 3 , jp =8 ; on aura les 6 combinaisons 

4,3,1 I 2,2,4 I 5,3,0 | 1,5,2 | 3,3,2 | 4,4,0; 

et si avec les éléments 0,1,2,3 

on cherchait à former le même nombre 8 avec 5 éléments 
choisis parmi eux, on trouverait pareillement 6 combinaisons. 

3,2,2,1,0 ; 2,2,2,2,0 ; 1,1,3,3,0 ; 3,3,2,0,0 ; 2,2,3,1,0 ; 2,2,2,1,1. 

Ce théorème équivaut à celui-ci s 

03. Théorisme. Si avec les éléments a^a^a,... an on com- 
pose une fonction de degré r et de poids p, le nombre dei termes 
qu^on obtiendra sera le même si on forme une fonction de 
degré n et de poids p avec les éléments aoBia, ...ar. 
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Ainsi la fonction 

Aaoa4-f-Ba|a,+ Ca,* (P = ^ » n=4 , r = 2) 

a le même nombre de termes que la fonction 

AV+B'a,»ao*+C'a,»a,ao (p = 4 n = 2 r = 4). 

Uais on aurait tort de croire que le théorème puisse donner 
le nombre des termes dont se compose une fonction symétrique 
exprimée en fonction des coefficients. Ce théorème ne peut 
regarder que la forme littérale d'une fonction, mais il ne 
peQt rien fixer sur la valeur des coefficients. 

Par exemple la fonction complète 

2aVT=rtia«a3— a*3+4a,a4— 3a\a44-7a,a5— 12ae , 

• 

ae compose de 6 termes. Mais si on suppose qu'il ne s'agisse 
que de n=: 5, alors le terme — 12 a^ disparait, et la fonction 
se réduit à 5 termes. Pourtant on a dans ce cas comme nous 
avons vu C (6, 5, 3) = 6. Ce nombre est effectivement exact quant 
à la forme litérale, car il faudrait encore y joindre le terme 
en a%, qui satisfait aux conditions voulues de degré et de 

poids ; mais son coefficient est 0, lorsqu'on passe à la forme 

numérique. 
04i. On peut démontrer le même théorème d'une façoa 

plus directe. A cet effet, nous mettrons ce théorème sous la 

forme que voici : 
THéoBBME. Le nombre C(p, r, n) des solutions des deuar 

équations 

[TA] na^+ (n- 1) o^^^-f- (n- 2) a^g+ ... +20^+04= p , 
[25] ao+a. + a, + ... + a^ = >' 



1 
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est égal au nombre C(p,D,r) des solutions du système des 
équations 

On suppose que les nombres a, p peuvent prendre toutes les 
valeurs possibles, sans en excepter zéro. 

DÉMONSTRATION (*). Ou voit, en effet, qu'à chaque solution 
du premier système on peut en faire correspondre une autre 
déterminée par T équation 

qui n'est autre que Téquation [13] écrite d'une autre façon et par 
laquelle le nombre ^ est partagé en n parties, dont chacune 
ne peut pas dépasser le nombre r. Ainsi cela revient à de- 
mander de combien de manières le nombre ft peut être formé 
par n éléments choisis parmi les 0, 1, 2, 3, ..., r. 
Ainsi, par exemple, aux solutions 

1) = 30, r = 6, n=8(0,l ,2,3,4,5,6,7,8 ) 



8.1-|_7.0-f6.1+5.2-}-4.0+3.2-|-2.0-f 1.0=30 
8.0-f7.1+6.1+5.1-Ht.34-3.04-2.0-t-1.0=30 
8.14-7,04-6.2+5.1-1-4.1-1-3.04-2.0+1 .1=30 

correspondent les solutions conjuguées 



l-HH-l+2+0+2-|-0-f0=6 
0+l+l+l+3+0-HH-0=6 
l-f0+2-(-l+14-0-HH-l=6 



6-|-6-{-6 I 4 I 4 I 2 -1-1+1= 30 
6+6-f-6-f6+3+2-|-l+0= 30 
6-1-5+5-1-54-44-3+1+1= 30 



6.3-|^.044.2-l-3.0+2.]+l .2 = 30 
6.4-1-5.0-1-4.0-1-3.1+2.1+1.14-0.1=30 
6.1-Î-6.3-H.1+3.1-1-2.0+1.2 = 30 



3-1-0+2-1-0+1+2=8 
4+0+0+14-1+1 = 8 
1+3+1+1-1-0+2 = 8. 



(*) Cette démonstration est due & M. BeUavitis. 
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9&. Nous avons vu que le nombre des coefScients indéter- 
minés dans réquation aux dérivées partielles, N"" 86, est 

125] Vp = Cp-Cp-i. 

0rCj,-i(N.87) est le coefficient de ar z dans le développement 
[l]ou le coefficient de a^z^ daus le développement de 



Pir conséquent Yp sera le coefficient de x^z^ dans le déve- 
loppement de 
1—^ 

(M(l-a?^) [l-^^z) . ..(l'-x'*z) 

Hais on a 



= (1 — a?) 2 A^/= (1— a?) Z = Z'. 



'•"" (1— â?) (1— ar«) . . . (1—af ) 
donc 



^ (1— a? ) (1— ^») (l— a;*) . . . (1— ;rT 
et 

(l-ir«) (1-^) {1— ir*) . . . (l-;r'') 

en désignant par ((J7^))F le coefficient de a;^ dans le dévelop- 
pement de F. 

Par suite de la formule [26] et en s'aidant de l'analyse pré- 
cédente, on verra qu'en posant ' 

»J «>=Iî(|)+E(à) + E{^) + ... + E(>) 



(*) q ne diffère de s^ que par romission du terme 1, car l'expression 
dn second membi*e [16] ne diffère de Z que pour Tomission du facteur 
1— a?, qui égalé à fournit la racine 1. 

Fa\ Du Brmuo " Théorie des formes binaire^. H 
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on aura encore cette expression de Vp (V. N. 88) 



[29] 1.2.3... pVp = 



?i -1 
Î3 q^ 




— 2 





— 3 









. qi 



m 



9p Çp-i ?p-« ?p-t 

06« Application anx Inwarianis. Comme on a p = 
r et n étant les degrés de Tinvariant et de la forme, il s'en- 
suit que 

Le nonibre des invariants de degré r correspondants à 
la forme n, est égal à celui des invariants de degré n 
correspondants à la forme r. 

DÉMONSTRATION. En effet, dans les deux cas, le poids est 
p = -^, et nous avons vu que le nombre des invariants est V»r; 
donc ce nombre est constant. 

Pour r = 2, d'oùp = -s- = n, on a à chercher le coefficient 
de X dans le produit 



(l-ar«*')(l-«"^«) 



n+2 



2n-ê-3^ 



1 — a?5 



= (l_a;"->^^--«4.a;'--3)(l+^»-^^+... I 



Par conséquent, si n=2p^ la seconde parenthèse donnera V^== 1 , 
ce qui prouve que pour les formes paires il existe un in- 
variant de second degrés et qu'il n'y en a qu'un seul. 

O». Soit par exemple n=5, r = 4, p = 6, on aura la forme 
de l'invariant de 4« degré correspondant à la forme quintique 

Aaja^ao^+Ba^ajao*!- Ga^a^^aQ'{-Da^*ao^-T^i,cit<^i(^<i+^cit<^i^ + 
et l'opération 



AI = aoA + 2a.A4_... + 5a,A = o 



fournira l'équation 



^l=ka^a^'-\- (5A -t- 2B -f 2C) a^a^a^'-{- (4B -{- 6D +E) 0,0,0^' 
+(4C-h2E+3F)a,a.'a,-l-(3E+6G+2H)a,Vf,ao-H3E-HG)o»o,^^0, 

«t on aura 6 équations pour déterminer 8 coefficients : par 
conséquent ou aura 8 — 6=32 invariants de 4" degré, qui 
seront donnés par les 'deux solutions 

A— 0,B=0,C = 0,D = 1 ,E=— 6,F=4,G = 4,H=— 3, 

A=0 , B=l , C=— 1 , D=— 1 , E=2 , F=0 , G=— 1 , H=0; 

et ce seront les fonctions 

ajVo*— 6030,11,0, + ^a^o,* -|- 4a,'aj — 3a,*a,*, 

Les formules [28, 29] donuent dans ce cas 
3, — , î, = 2 , q, = B , î, — 6 , fft = , î, — — 1 
0—10 



I.2J.4.5.6V.= 



2 0—2 

3 2 0—3 
6 3 2 0—40 
6 3 2 0—5 

—10 6 3 2 



2—2 
3 0—3 
6 2 0-40 = 
3 2 0-5 
—16 3 2 



3 2 0—5 
15 3 2 



= 1^3 5 —5 =1.2.3.4 5 —5 
I 8 2 I I 8 2 I 

= 1.2.3.4.5.6.2 ; 



V.^2. 
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OS. Mais par la formule [27J on trouve plus aisémeut Tex- 

pression 

V 6 — ^^^ ;; (i_^,, (i_:^) (i_^) ^ 

qui, réduite, est égale à 

((a*^))(l+a?*+a7*)(l+a-^)(l+a;»+a;*)(l— a?'); 

ce qui donne immédiatement la valeur susdite 

V,= 2. • 

In) 

Appelons ainsi en général T ' le nombre des invariants de 
degré r correspondants à la forme de degré n, on aura Vnr=T^ • 
On trouvera par les méthodes ci-dessus exposées ^ 

T^^'=l, Ti^'=l, 1^"=], T<^>=1. tJ'=5, 'I?'=2, TÎ"=2 

rp(5) Q m(^) o m(5) cy 

Par exemple, on aura 

t(^)_ V - rr^»^^ (i-^»)(i ^^)(i- ^7)(i_^)(i_a^)(l_^«o) 

((^•**))(l+a;*+.ct?«-a?'^)(l+A;«+a;*+a;«-fa?*) 

=:=1+1 + 1— 1=2. 

Pareillement, il viendra 

rvi^)^Y . (J~^)(l-;2^')(l-.«)(l-a;9)(l-;r'0)(l-^")(l-A'»vn 

^((ir^"))(H-^'+ir»)(l-A^'')(l~r^'^)(l+.r^+ir«)(l+ir^K 
=((^''))(l+^''-^*'-a;'3-j?'«-a;'«)(l+a;Ha?^(l-ha-*-hôc^+..0(l+^^^ 
=^((:r*«))(l+.r3+^«+x«— a?**--2a-'«— ^««)(l+a;*+a,-«)(14-a;^+^^^ 

= 1+14-1+2+1+1—1—2-2=2. 

Nous connaissons en effet deux invariants de la forme qiiin- 
tique de degré 8; Tinvariant fondamental et le discriminant. 
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Mais on peut à Taide de ces calculs se proposer une question 
plus vaste. Proposons-nous, par exemple de trouver le nombre 
des iuvariants de degré appartenant à la forme cubique. 
Appelons ce nombre t\ Comme |? = — , on aura par les for- 
mules [22], [27] 

«"■•^"^^^ C^:^.. (T-^ " (i-^'Hi-^) 

Or ce nombre, en ne gardant que les seuls développements 
utiles, c'est-à-dire en limitant le numérateur à 1— a?®"*"'— o^"*"* 
-a?®'^, sera 

ou en changeant x en o?^, 

3\ 1 „ e.. x^ 



tL'= «a? » „ ^M ,.. - ((a' )) 



e «^ "(l—ar*, (!-«•) '^ ■" (1— «*)(!—«♦) 



^,^J_+«^3e^[-_^___^ 



a^) (l-;2:") 



Mais la seconde partie, ayant égard au numérateur, ne peut 
pas fournir des termes en x^^\ donc il viendra simplement 

[30] Yf= (dx^)) ^ = ({xH (l + ^'+. . .+^'*+. . .). 

Les degrés des invariants de la forme cubique doivent donc 
être de la forme 4h, Miis pour 0=4, V^^=l; donc tous les 
invariants de la forme cubique, en appelant I cet invariant, 
sont de la forme I . 
Pareillement, pour la forme biquadratique, on aura 

ig-Cfa? )) (i-a^)(l-;c»j(i-a^; 



Mais par des raisonnements analogues aux précédents 01 
trouvera 



-.rr^'^Q 



Q x+.û^ + al^ + a^ 



Tq — ((^ )) (-^__^,j (i_^j {^_^t) iiOC )) (i_^,)-(i_^8j ( i_^tj 



= ((a?^®))r 



1 



(l-a?*)tl-^)(l-;r*) 



- ((.r^®)) 



a?3 



(l-iP*)(l-ar*)(l-ar*) 



l-a?«+^ 



=((«^^))nz^S5fc:^-<^^^)) 



1— a?* 



(1*-^'*)(1— a,*)(l-a?«) 



(l-a:«)(l-;2;*)(l-aJ«) 



et enfin 

[31] Tj=((a;»)) ^^_^^^-^. = ((a;e))[l-f <r'+a:»+2Aa:**-»*]. 

Cela nous prouve que tous les invariants de cette forme, en 
appelant I^, I3 les invariants de 2« et de 3« degré, peuvent être 
représentés par la formule Ig Ig , et qu'il n'y en a pas d'autres. 

Car le coefficient A de a; * sera égal au nombre des solu- 
tions en nombres entiers de l'équation 2/i + 3A: = 9. Mais tel 
sera aussi le nombre des fonctions I\I*8, dont chacune sera 
aussi un invariant de degré 0. Toute autre fonction pourra 
être représentée par une fonction linéaire de ceux-ci. Ainsi, 
en appelant généralement mvariants irréductibles ceux dont 
tous les autres dépendent, on saura que les invariants 



a^a^—\a^a.^-\-2o; 



a, 



Oi G, 



a, a^ «3 
CTj fl, a^ 



sont les invariants irréductibles ou primitifs des formes cubi- 
ques et biquadratiques. 
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>• On aura pareillement, pour n = 5, 

et Ton trouvera par des méthodes analogues aux précédentes 

+ ((^' )) (i_;c«)(i-.-^i(-r_r^j (* ' • 

Or, selon un artifice imaginé par M. Cayley pour simplifier 
^^tte expression, on peut observer qu'en multipliant les deux 

*^rmes de la première fraction par ■■- [^j- — ~'r)- ,r, Q^^ 

^st certainement un polynôme entier en a?' de degré 8 + 12 
--f-16 = 36, le numérateur se réduira à 

-+5a^+7«»'+5rrW-}-7â:8«+5ip3*»+7a?*o+5ir»+ 6x*^+ ia^+ &r*»+ 4^'^+ 45^^ 
+3"+ 4^'*'M-2^8+3^H^'+2a:»*+^+^ *+^", 

tandis que le dénominateur deviendra (\-x^^)(l^a;^^){\-a^){l''X*-^), 
dont la forme prouve que Ton peut laisser de côté dans le 
numérateur tous les termes dont les exposants ne sont pas 
des multiples de 5. Ainsi la première partie sera = 

^^ (l-a?«ô) (i_^) (i:->o) [i_ ^"u)) - — vC^^- )) -(i_ <2^-) (i_;p.) a-^) (i_.r8; 



(*) Pour retrouver cette 3* partie, on remarquera que le numérateur 

e 

dans ((flc* )) est 

1 — oc 1 — JJ 
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La seconde partie se réduira pareillement, à Taide du multi- 
phcateur ^ ^^^^.^ ^^--^ ^^—^ , à 

en négligeant tous les termes dont les exposants ne sont pas 
multiples de 3. Ainsi on aura, en réduisant le tout au même 
dénominateur, 



=((^)) ;^i-^^i;-^tr:?-:.=((^e)) , ^z,^,^^ 



(l-a?*)(l~ir*}{l— ir«)(l—a;*) '" '' (l-a?*)(l-a^)(l-iF») 
Observant enfin que 

et qu'il est irréductible, on aura 

[32] T=((^Q)) i a^ 



(l-.a;*)(l-;pb).i . a.i-)(i_a.t8) 



Cela nous prouve que les formes quintiques ont 4 invariants; 
I4 de 4« degré, Ig de 8«, I|, de 12«, Ijg de 18® degré; et, puisque 
36 est divisible par 4, 12, 18, toutes les puissances du déve- 
loppement du second membre auront la forme 47/+8çH-12r+185. 
Ainsi tout invariant de degré 6 de la forme quintique, pourra 
se mettre sous la forme SA 14181^^21^31 A étant un coef- 
ficient numérique, sous la condition 4p+8$+12r+185=r0. Seule- 
ment ici, à cause du terme ûc^^^ le nombre {(oo^^)) est inférieur 
d'une unité à celui des solutions de Téquation 4p4-8^ + 
12r-|-185 = 36. Par conséquent il faut que ces invariants ne 
soient pas tous îndépeudauts. Et en effet, comme nous verrons 



V 
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• dans la sqite, Tin variant I,g n'est pas arbitraire ; son carré, 
comme Ta démontré pour la première fois M. Hermite, est une 
fonction rationnelle et entière des trois autres invariants. 

îOiK Par ce qui précède on aura vu de quelle importance 
estrétude de la fonction v(a?) (N* 89), à savoir 

(33) M, (œ) = (l-^-')(l-^-').-(l-^-) . 

(l-a:)(l-a?«)...(l-a?'') 

n ne sera donc pas inutile avant de quitter cet argument 
de donner encore quelques développements très-intéressants 
snr cette fonction. 

On observera d'abord facilement que 

d*où i*on déduit cette autre propriété, que 

[35] C(i?,r, n) = C(nr— i?,r,n); 

car réquation [34] devant se réduire à une identité, les coef- 
ficients des mêmes puissances en r doivent être égaux; ainsi 

/ 1 V nr—p 
nr-p\xl P 

Observons encore qu'on a 

^'ui l^^^ (l -a?^-^*)(l-a?"-^3)...(l-a?''-^'-^^) _ (l-a?''-^^)(l-a?"^ )...(l-a?''-^). 
(l-a?)(l--a?«J...(l-a?'-) (i-.a?)(l-a?»)...(l-a?'-*) ' 



^{X)=i 



d'où l'on déduit par la considération des coefficients, comme 
précédemment, 

C(p,r,n) = C(i? + r,r,n-fl)-C(i)-}-r,r-l,n + l) 

ou, en changeant p en p — r, n en n — 1, 

C(|?,r,n) — C(p,r — l,n) = C(p — r,r,n— 1). 
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De là, par l'échange derenr— l,r— 2 successivement, 
C(p,r-l,n)~C(i>,r-2,n) = C(i?-r+l,r-l,n-l) 

d'où Ton a cette relation remarquable 

[36] C(i?,r,n) = i:.C(p — a?,/î,n — 1). 

* 

On peut simplifier la recherche de la valeur de ce coefficient 
C (p^ r, n) par les considérations suivantes. Si on pose 

[37] {l'-œz)(l—x^z)..,(l-'œz)=l^B,Z'\-B^z*'^...-\-B/, . 

on obtient comme précédemment, par l'échange de œ en xz^ 

(1 - œ") B,3 = -B,,,*." (1 - x'-'^'); 

et par conséquent 

* (l-ar)(l- a;»)... (!-«') 

1— a? ' (1 — a?) (1 — «;*) ^ 

équation déjà donnée par Cayley (*). 
Si l'on change z en a?**, l'équation [37] deviendra 

(l^a;^-^)(l^a;"-«)...(l_^-0=l(-l)V^^''*"'^^ 

0* (1— a?)...(l— «') 

En vertu de l'équation [21], il viendra alors 



1 



[39] 

C (.,r,n) = ((.^))|,(-1) ^^__^^ ^^__^,^ ^^_^^^^^__^,^ ^^^^^^,^- 

Par cette formule, le seul développement à faire est celui du 
déngminateur; et il suffit d'étendre les sommations jusqu'à 



(*) Researches on the partition of numhers — Philosophical Trans^ 
actions, 1855. 
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une valeur de h telle que ftn-[- - ft(ft+l) ne dépasse pas p. 
Par exemple, pouri?=:'-ô-, qui est le cas des invariants, il 
n est pas même nécessaire d'aller jusqu'à h = —^ 
On peut encore écrire la formule [38] ainsi qu'il suit, 

[40]C(D,r,n)=y (-1) ix'')) /; , 

^* jl— a?)...(l— a7*)(l— aî)(l— a?*}...(l— a;'^ *) 

en posant ui=2?--ftn. 

En revenant maintenant sur la formule [27], on voit que, en 
posant Vp = V (p, r, n), on a, soit par la formule [26], soit par 
les formules [27] et [35] , 

[41] V(i?,r,yi) = V(p,n,r), 

[42] N {p,r^n)=zN (nr—p^r^n) . 

D^ailleurs, comme (v. N"95) Vp est ={{a:!^)) (1 — a?)2A^/, il 
s'ensuivra que 

[43] Vp = ((^))y (-1)* ^- .-; 

et selon les besoins on y pourra échanger r, n entre eux; 
par conséquent on aura encore 

n 

[44] Vp=y (-l)V-)) 



a; 4 



^» (l-«)...(l-a!*)(l-ar')...(l-a;"-*) 

Ainsi, pour n=5, on trouvera 

^'' =$»^~ ^^*^^^" ^^ (l-.)..:(l_.*^(r_.»)...(l_a:»-») ' 

où u)=r (- — ftj, et on retombera sur la valeur de T, N. 98 
sauf le changement de r en 0. 

Nous donnerons à la fin de l'ouvrage des tables des diverses 
valeurs de Vp . 



— fc**V-^"«,"» -^ -V- ■■—^w* — "N^ ^ . '^-"^-'V ■^. 



Application & la forme quintique. 



I Ol • Nous pouvons faire une application intéressante des prit^^ 
cipes exposés jusqu'ici à la théorie des formes quintiques. Noa^ 
avons vu, N. 64, que la forme quintique peut être réduite à l^^ 
forme canonique [23]; or, comme on va voir, Tétude de cett^ 
forme peut conduire à des conséquences importantes. Examinons 
d'abord ce que deviennent les invariants de la proposée [22] 
lorsqu'on les dérive de la forme [31], invariants auxquels il3 
sont ég^ux par la nature de notre substitution. Partons, i)our 
plus de simplicité, de la forme 

[1] >^u''+iiv^+(u + v)^=0, 



l f» 

qui se déduit de la forme [31] en posant X=:--, fi = ~. 

Alors les invariants, multipliés par une puissance convenable 
de n, seront ceux de [31, N. 64]. L'élimination de u et t? entre 
les dérivées de [1] par rapport à m et à t?, 



[2] \u*+(u + vy = , Mr*+(u + t?)*=0 

nous fournira le discriminant et par conséquent les invariants 
de 4« et de 5« ordre, par suite d'une relation connue entre les 
trois invariants. Nous avons d'abord pour ce discriminant 






rexpressîon (•) Xji + (/>[ + 1/^) ? ou, sous forme rationnelle 

et entière, 

^ 4 4_ (*♦) 

• [3] Norme [Xm+ (/x+ >/ m)']= [(Xji+X+m)»- 4Xm]*. 128XV (Xji-X-m) • 



(*) Il suffit de Yoir que des équations [2] on déduit 
6t la première des [33] deviendra 



^yirHfi -')'="' 



(*') Oa entend par norme le produit de plusieurs facteurs, fonctions 
UccetsiTement de toutes les racines d'une équation donnée. Ainsi actuel- 
lement 

»«n»e = [xm+Cv^+i/m )*] [x^+iVb-V^y] [Xvi+iVb+iVâyj [xyL+iVb-il/iyj 

^. 4 4 4 4 A 4 

=[(Am+X+jx+6 VXV)'-16(V^+V^) ] [(XM+X+M-6V'xv)'+16(>/xV-l/xi?)'] 

p. 4 4 

= [(AM+X+M)»+4X^i+4 (3X^i-X-)i) |/XV]. [(x^+X+m)*+4X|ui.4(3Xm-X-m) |/XV*]>^ 

et enfin = [(Xji + X + m)«+4X|ui]'— 16(3X^1— X-m)^X^ ; 

ce qui se peut mettre encore sous la forme 

[(Xm + X + m>-4Xm]-128XV'(Xm-X-m). 
On pourrait encore ti'ouver le discriminant au moyen du déterminant 

4X 6x 4X x^+x+^ 

6X 4X Xfx+X+fx 4^1 

4X X|i+X+^ 4^ 6fi 

X|ui+X+fA 4fA 6^ 4fA 

qQ*on formerait à Taide de la méthode abrégée de Bézout, c^est-à-dire 
en pai-tant de la forme [24], N. 41, du résultant des deux équations [2]. 
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En désignant donc généralement par I^ rinvariant de degr( 
i, on aura 

En comparant ces expressions avec celle du discriminant, 
ou tire cette relation remarquable entre le discriminant et 
les deux premiers invariants de la fonction quintique, à savoir 

Discriminant = I*^— 128 1^ 

si on remplace x^ji par leurs valeurs, on aura sous foroo 

entière 

f4] I4 =1 (im -{- In -{- mny — 4^mn' 

= (^m— In — nm)*-}-4/mn (l-{-fn — n) , 
[5] Ig =: /'m*n* (Im—ln — mn) . 



i*^) Il suffit d'observer ce que devient Tinvariant 

I4 = [af- 2le + 2cd)* — 4 (aô — 4W + 3c') (//*— Ace + 3d^\ 

lorsque la forme proposée devient la [32], ou bien que le covarian 
de 2'5 ordre et de 2* degré devient Xic*+ (X^i + X+|a)xy+^y*. 

(**) Au moyen du covariant de 6* ordre de la fonction de 5*, on peu 
trouver Tinvariant de 8* ordre. En* eifet, on a pour la forme 

\a^-^2\x^y + 3X{\+2) a?y-f (Xm + X + m) x'^y^-^ 3fi()Li+2)a?V+3Mxy'+ ^y' 

et alors il viendra pour Tinvariant que Ton cherche le déterminant 



X 


3X 


3X (X+2) 


Xm+X+M 


3X 


3X(X+2) 


Xm+X+M 


3m 


(X+2)3X 


Xn+X+M 


3m 


3m 


Xm+x+m 


3m 


3m 


M 



Mais il est plus simple de prendre la formule 

I^ = A(^>d— C'} + B(&c-arf)4-C(ac — 6'). 
et alors on verra qu'il se réduit à 

XV(XfA + X+|u) — 2XV'(X + M) = XV^X|i-X — fx^ 
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Pour trouver l'invariant de 12« degré, il n'y a qu'à voir 
ce que devient dans ce cas le discriminant de l'équation 
cubique [26] (•), et on trouvera 

[6] I,,= «*m*n*. 

A ces trois invariants fondamentaux il faudrait ajouter 
celui de 18* degré trouvé en 1854 par M. Hermite et dont 
l'expression en fonction de l^ m, n donnée par M. Sylvester, 
serait « 

p] 1,8= ^l^m^n^ (l — m) (i+n) (m + n). 

Pour plus de commodité, on peut changer n en — n, ce qui 
revient à échanger entre elles p,T et a,T dans les expressions 
de m et n, et on. aura ainsi tout à la fois les 4 invariants 
fondamentaux sous la forme 

I^= (/m-f-Zn+mn)*— 4lmn{l'\-m^n) , 
Ig = t^m^ri^ (Zm -j- iw + mn) , 

l^^=4l^m^ii^ (l—m) (l—n) (m— w), 

iOlB. Par cet échange l'équation canonique de la forme 
quintique binaire deviendrait 

lu^ 4" ^^'^ — n (u 4" t?)*^ = 0. 

Or les valeurs des trois premiers invariants nous permettent 
de former une équation dont l, m^ n seraient les racines. 
On aura, en effet, 



(*) Le discrimiDant (voir les tables) se réduit alors au seul terme 
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Or le discriminant de cette équation serait 



[10] il—m)* (f — n;* (m— n)* = 



1* 



14 



I* 



It 



\6l^ m*'n'^ 



161 



M ^ 

T 
'» 



et en Texprimant à Taide de ses coefficients on obtiendra^ 
toutes réductions faites, cette relation remarquable (*) 



[11] 



l„ = l4(IJ..-U + 81.I..-72TJ,I,,-4321.,, 



par laquelle il est démontré très-simplement que Tinvariant 
de Ijg est fonction des trois premiers invariants fondameu- 



(*) Supposons que la forme cubique soit 

celle du discrimioant est 

ISaM + PV— 4aT»— 4p36— 27a«6*, 
et si, pour abréger, on pose 

réquation canonisante [9] devient 

ac — b' h i ^ 

x' H 7— xi + — ^ a; — c* -= , 

d*où on déduit que le discriminant est 
1 



16c7 L 



-]SMaC'l>')hc^-}-[ac-b')b^'i^b^c'-{'(ac-b^f -21,1^6' 



lQc7 L 



a{ac-by-12ab(^ + 8b^C'i:i2c^ 



Mais par Téquation [10] cette fonction est = 



I 



3 



iH 



16c7 



donc, en remplaçant a, 6, c par leurs valeurs, il viendra 
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taux (•) . Cette même équation va nous servir pour exprimer les 
coefficients Z, m, n et ^ de la forme réduite en fonction de ceux 
de la proposée ; car en la résolvant et en posant, pour abréger, 

[13] I«=36I,I»..I„+6.12«I«..-P., , 

on aura 



)/i„+2i6i.,i'{+ p» yj,,- 2161,/r*). 



En remplaçant p par les trois racines cubiques de —1, on aura 
les valeurs de {, m, n. De ces expressions il résulte une propriété 
remarquable de la forme canonique ; car puisque ces coefficients 
sont des fonctions d'invariants, il s'ensuit que, si dans la forme 
quintique proposée on fait une substitution linéaire quelconque 
x=^paf'\'qy\ y=p^x'-\-*çfy\ la forme. canonique, à cause du 
facteur p^—p'q qui sera commun aux coefficients Z, m, n^ 
demeurera invariable. Ainsi la forme canonique (31), N. 64, sera 
une forme caractéristique de toute forme quintique donnée (22) . 



(*) Nous ayons déjà donné cette méthode pour trouyer la relation 
Buidite dans une note insérée dans le Journal de Tortolini, 1855. 
(**) Il saffit de se rappeler que, en posant 

a 3 

on a fla? = -& + P^^B + 2«V^+P*^ 2^--2*V^« 
oti B=3a6c-a»rf-2&» , C = (ewi- fr(?)* - 4 (a^—&*)(W -(?•), 

et dans le cas actuel, 

^ 3(It»l4-V)l8 . A o r (Iitl4- V) 1L 6> 12IJÎ«Ii6+ 12'l»- 2V 
9.4IÂ.IA L 12l5 J 12» lA 
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Les valeurs de x, fi seraient évidemment 



-Ii«+P l' I«+216I«I«+p»['l4,-216I,J« 
[14] X= , 

- I.. + |/l« + 216I«l«+p»|' Ia-216lMl« 



Il M 



[15] ^= 



- Ii6+ P* l' I«+216I„I» + P l' I«-21CI„I* 

*i ~ » 

- lie + l^I«+216I,J^+p«(^l48-216I„I^ 

Ces valeurs deviennent égales lorsque 

lj,=0, ou li,=0, 

ce qu'on pouvait prévoir par Téquation [7]. 
Dans cette hjrpothèse, les coefficients de la forme canoniqt> 



e 



\u* -f- ^ii;' + (u + 1?)^ = 

équidistants d(^s extrêmes seront égaux; et par conséquent 
Toquatiou proposée pourra se résoudre algébriquement. 

103. Nous pouvons encore faire une application à Téquatioi^ 
de 5« degré de ce que nous avons appris à Tégard des invariante 
exprimés en fonction des racines. 

On sait que Lagrange a réussi à faire dépendre la réso- 
lution d'une équation donnée, de celle d'une seconde équation 
que Ton appelle résolvante ^ et dont la racine est composée 
linéairement avec celles de l'équation proposée et les puissances 
d'une racine de l'unité du même degré. En particulier La- 
grange a démontré que la résolution par radicaux de l'équation 
du 5« degré, si elle est possible, peut être réduite à la déter- 
mination d'une racine commensurable d'une équation du 
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6« degré dont les coefficients dépendent rationnellement de 
ceux de la proposée. Cela provient de ce qu'on peut former 
des fonctions de 5 lettres n'ayant que 6 valeurs ; mais comme 
elles sont au moins du second degré par rapport à Tune des 
lettres, le calcul des coefficients de la résolvante en fonction 
des coefficients de la forme quintique devient extrêmement 
pénible. Mais M. Hermite (*) avec la pénétration qui lui est 
propre, a le premier reconnu qu'on peut former une fonction 
des 5 racines n'ayant que 6 valeurs et bien appropriée au calcul, 
puisque elle est en même temps un invariant de la quintique; 
Soient, en effet, a, 3, t, b? € les racines de l'équation 

Posons d'après ce géomètre 

Cette expression n'est susceptible que de 6 valeurs ; ce sont en 
appelant X la première partie, ^ la seconde ; et en posant pour 
abréger 

X = (1,2, 3, 4, 5) , n = (l,3,5,2,4)r) 

les expressions suivantes: 
où 



X. (1,2,3,4,5), 


^. (1,3,5,2,4), 


X,- (1,2, 4; 3, 5), 


M, (1,3,2,5,4), 


~ X3 (1,2,3,5,4), 


H,- (1, 3, 4, 2, 5), 


X - (1, 2, 5, 3, 4), 


M,- (1, 3, 2, 4, 5), 


X, (1,2,4,5,3), 


M5= (1, 4, 3, 2, 6), 


X, (1,2,5,4,3), 

• 


tx^ (1, 4, 2, 3, 5). 



(*) Cambridge and Dablin Mathematical Joarnal 1854. 
(**] Les nombres 1, 2, 3, 4, 5 représentent successivement les racines 
a, p, Ti hy €. 
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Soit maintenant 

la résolvante, dont t^^ <„ ...,<« seraient les racines. Puisque 
les coefEicients A sont des fonctions symétriques des quantités 
t et par conséquent des fonctions symétriques des différences 
des racines a^, a,, ..., a,, lesquelles y entrent toutes au même 
de^é, ces coefficients seront des invariants de la forme quin- 
tique; donc, d'après la remarque du N* 99, A|, A„ ..., A^ seront 
des fonctions linéaires successivement 



Al 
A, 

A3 



de I4, A4 

de I4*, la , As 

de V, Us, Iii 1 Ae 



de 14*, I4M8, I11I4, V , 

del4M4»l8, Vlii. I4V, Islii, 

de U\ I4M8, 14^1,; I4M,«, l4l»I,„ V, I,»*. 



L'invariant fondamental 1,8 n'y figure pas, car puisque les 
coefficients sont des fonctions rationnelles et entières de deg^ré 
multiple de 4 par rapport aux coefficients a de la forme 
quintique, et tout au plus de 24* degré, aucune combinaison 
de Ii8 avec les autres invariants fondamentaux n'est possible. 
On voit ainsi avec quelle facilité, une fois les invariants 
connus, on peut maintenant contrôler ou achever des calculs 
qui auraient été autrement inabordables. 



CHAPITRE SIXIEME 



DES COVARIANTS. 



§1. 

Propriétés fondamentales. 

14MI. Étant donnée une forme 
[1] r (a?, y) = a^'^+na.œ^'y+^f^^ a.œ^^y^ + . . . , 

on appelle covariant de cette forme une fonction 9 rf^ x, y 
et de ses coefficients^ dérivée de la première^ de telle sorte 
que^ à une puissance près du déterminant de la substitution^ 
la transformée de la dérivée est la dérivée de la transformée 
de la fonction proposée. 

En d'autres termes le covariant de la transformée est la 
transformée du covariant. 

Ainsi, par exemple, la fonction 

[2] (ac — &*) â?»+ (ad — hc) xy + (M — c') y* 

est nn covariant de . 

[3] acc^ + 3 &a?*î/ + 3ca?*î/ + dy^ ; 

car par la substitution 



[5] T={ + 
+ 
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la transformée de ce covariant, à savoir 

'(ac — &«) !>*+ (ad — hc) pp'-i- (M — c») p'*] X* 

'(ac — W) g»+ (ad - &c) m'4- (M — c*) «'*] Y* 

est, à un facteur près, équivalente au covariant de la transfonnée 

AX'+ 3 BX« Y 4- 3 CXY»+ D Y» 
ou à 

(kC — B») X*+ (AD — BC) XY + (BD — C*) Y*. 

En effet , à Taide des valeurs ' 

A = ap^-Y 3 &i)*i?'+ 3cpi)'*+ dti^ , 

B = g (ap*+ cp'*) + 2pp' (g& + q'c) -f g' (&p*+ dp^) , 

D = a^+ 3 &gV+ 3c^«'*+ rfg'' , 
on vérifiera sans peine que 

(AC — B«) X»+ (AD — BC) XY+ (BD — C*) Y*= (pçf—pW T. 

On peut constater facilement, par exemple, que les coeflScients 
de X' sont é^aux dans les deux membres, c'est-à-dire que 

AC — B'z= (pq'— p'qy [(ac — h^)p^-{-(ad — bc) pp'+(&rf— c*) p"] . 

i05. Ainsi tout covariant 9 est une fonction qui satisfait 
à Véquation 

f6] 9(Ao,A„A,...X,Y)=(2?5'-p'a)^.9(ao,a„«i...pX-h?Y,p'X+5T) 

ou 

[7] 9 (Ao, Al, A,, ..., X, Y) =(pî'— p'ç)^9 («0, «i, «i. •••, ^, 2/)- 

D'après cette définition, chaque coefficient de X' i dans 
le l®»" membre de [6] reproduit, à un facteur près (PQ^—p^q)^-^ 
le coefficient du môme terme dans le second membre. 
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1<M« Nous appellerons, comme pour rinvariant, \iV indice 
du covariant ; et si nous supposons que le degré du eovariant 
par rapport aux variables soit m, et que le degré du covariant 
par rapport aux coefElcients soit r, on aura ce 

l» Théorème. Vindice du covariant est exprimé par la 
formule \i = — 5 — 

Démonstration. En effet les coefficients À, étant de degré n 
par rapport aux quantités p^ q^ p\ q\ et figurant au degré r 
dans le covariant 9, les coefficients des variables X, Y, seront de 
degré nr par rapport à cea mêmes quantités: d'ailleurs celles-ci 
entrent déjà au degré m dans la forme 9 du second membre [6]: 
doue puisque le déterminant est de degré 2, on aura 

o nr — m 

2|Li = nr — m , |li = — ^ — 

Par exemple, pour n=3, r=2, m=2, on aura M==2, comme 
on vient de voir dans le covariant susdit de la forme cubique. 

Puisque les covariants peuvent être de différent degré par 
rapport aux variables et aux coefficients, nous appellerons 
ordre le degré m du covariant par rapport aux variables , et 
degré le degré r par rapport aux coefficients de la forme. 

Corollaire. Pour les formes de degré pair, les covariants 
sont d'ordre pair. 

lOV. 2« Théorème. Les poids des différents coefficients d'un 
covariant forment une progression arithmétique dont le 
premier terme est l'indice — ^ — et la raison 1. 

Démonstration. En effet, si Ton fait la substitution 

a? = X 
y= aY, 

le coefficient du terme en X"*"*Y* acquerra le facteur a^* , en 
appelant ir^. son poids, tandis que le facteur en a du même 

nr—m 

terme dans le second membre de l'équation [7] sera a ^ 
donc Tr^ = — - — 4"^ ce qui démontre le théorème. 
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Posons, par exemple, n=4, r=3, m=6: les poids successif^ 
des termes du covarîant d'ordre 6 de la forme biqoadratiqu^ 
seront 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

CoROLLAiBE. Connaissant les poids et le degfré des coefficients 
d'un covariant, la forme littérale des termes successifs peat^ 
être écrite d'avance. Il ne restera plus qu'à déterminer les 
coefficients, ce qu'on apprendra à faire par la suite. 

lOS. 3« Thkorèmb. Dans un covariant les termes équi- 
distants des extrêmes s^échangent entre eux par Véchange 
mutuel des coefficients équidistants des extrêmes dans la 
fonction génératrice. 

Démonstration. En eflFet si Ton change a? en y, ce qui 
revient à faire la substitution û? = Y, y = X, la transformée 
du covariant quant aux coefficients ne différera du covariant 
que par, rechange des coefficients équidistants des extrêmes: 
et ainsi il faudra que 

9 (a^, a^p ..., «lî «0» X,Y) = (— l)'*<p;(ao, a», -,a^i, «^.Y,X), 
ce qui n'est pas possible, à moins que le coefficient de X Y* 

•M. i i 

ne devienne égal à celui de Y X par l'échange des coef- 
ficients a. en a^_., qui s'est opéré dans la forme même à cause 
de la substitution ci-dessus. On ne tient pas compte du signe ^J^ 
qui peut affecter le covariant et n'altère nullement la forme lit- 
térale. Seulement par cet échange les termes changeront ou non 
de signe, selon que l'indice du covariant est impair ou pair. 
i09. 4® Théorème. Tout covariant cp satisfait à V équation 
aux dérivées 'partielles 

[8] y ^ = a,p- 4- 2a.^ + 3a,^ + + na^ , ^^ ■ 

•^ ^ •'dm ^dai *dat ' 'rfas ' ' »-irfa„ 

DÉMONSTRATION. En effet, si on fait la substitution: 

y= Y, 
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par définition on aura 

<D(A,B,C,...,X,Y)=:9(a,&,c,...,X + 6Y,Y), 
ou 

<t>(A,B, C, ..., a?— €|/,y) = 9(a, ô, c, .. ., a:,|/). 

lainteoant, si on développe le premier membre selon les puis- 
sances de € à Taide de la série de Taylor, T équation deviendra 

'+'[-''5+g»«-+g". + ]+"'*+■■■■='■. 

^ pour que cela ait lieu quel que soit e, il faudra que le coef- 
ficient de € soit nul, ce qui est précisément Téquation [8], 

CoBOLLAiBB. D'après le 3* théorème le covariant satisfera 
Aussi à réquation 

Application. Soit 
6 ccTariant: les équations de condition du V" système [8] seront 



dC^ dC^ dC^ dC„ 

«•5if+ ^'557+ ^'5^+ - + ««-i55:='"^-i ' 



(•) Il suffit d'observer que ropération y -^ donne 
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et les équations de condition du second système seront 

na.-z h(^— l)ûft-5 h +« 3 = C , 

[11] / * (^«0 ^ ' ' rfdi ^ ^ **^i»-l ••-^ 



D'après la forme de la première des équations [10], on voit que 

Cq est un péninvariant dont le calcul n'offrira aucune difficulté. 

Exemple. Supposons n=3, r=2, m =2; la forme cubique 

ûgO?' + Sa^œ^y + Sa^a^* + agi/', 

aura pour covariant une expression de la forme 

et les poids de Co,Ci,C, seront, d'après le théorème (N. 107), 

^^=2,3,4. 

On aura donc 

Cl r= Moao(73 4- Mittia, , 
Cj = Lq^i^s -\- Lifl, , 

et le premier système d'équations donnera 
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2a^ai(L^+L^) = 0^ L, = — Lo = — 1, si Lo = l, 



aoa,{Mt+3Mo) + 2a,M4*=:aoa,— «4% 



M. = -2 ' 



3M0:= -g 1 Mo : 

conséquent le covariant quadratique sera 



2 
2 



fl lO. Observons maintenant qu'une fois le premier coeflacient 
connu, on peut obtenir tous les autres par des simples différen- 
tiations. 

En effet d'après les équations [11], on voit que, 



112] 






1 V / 4\ ^^0 

— 7 (n— f)a. ,-r-2' 
1 V/ v <^C, 



^n.= ^i^'-')^i 



t+1 da^ 



Exemple. Les coefficients du covariant de la forme de deg'ré 5 



a* 


ic*y 


xY 


Cfiy» 


«V 


«y* 


»^ 


+ ac 


+ 3ad 
Sbc 


+ 3ae 
+ 3W 
-6e* 


+ af 
— 8crf 


+ 3J/ 
+ 3« 


+ 3c/ 
— 3rf« 





se déduiront de C,= ac — b* par les équations 



C,= 



i(56^ + 4c^ + 3d'^°" 



C, 



da 
dCi 



db 



=H'''^+'<^ 



de 
dCi 



da 
dC^ 



'it+^'i+'^'iy 
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et nous n'écrivons pas les 04,0^,05,09: car ils se déduisent 
des autres par le simple échange des coefficients équidistants 
des extrêmes. 

Remarque. Si on représente par h l'opération représentée 
par le second membre [8] le covariant <p=(Oo,04,0„...,C )(Xjy)* 

devra s'annuler si on y applique l'opération b — Vy^* De là 
on tirera évidemment l'équation 



(5Co,bC„5C, 5CJ(a?,i/r-my(Oo,0„...,0^jj,0^_j)(d?,y)"^=0 

d'où les relations 

bCo=0, 5C.=rCo. l>0r=2Cj, •••,l>0^^=(m— I)0^_g,b0^=m0^j^ 

qui nous permettent de déduire du dernier terme 0^ tous les 
autres coefficients du covariant. Quant au dernier terme, on 
l'obtiendra en échangeant dans Oq (qu'on peut calculer d'avance 
aisément puisque il est un invariant), les coefficients équidis- 
tants des extrêmes. 
Si on appelle 6' l'opération [9], il viendra semblablement 

fil. 5« Théorème. En désignant par U, V les opérations 
[13J l]=p±+p^± , Y = q4-+Q''^ 



dq ^ ^ dq' ' ^ dp ^ dp' 

les équations [8], [9], c'est-àrdire 

[U] 7 r A , 3- Y 3^ = , 7 (n — r) A ^, 3- X 3^=^^ 

relatives à la transformée de 9, sont égales à 
[15] U(ct>)=0 , V(0) = O. 
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DftMONSTRATioN. ObservoDs, en e£fet, que les coefficients de la 
transformée ont (voir n* 69) les valeurs suivantes 

,,^, . 1 / d^_i ,d^Y 

UOj ^r— n[n'-l)(n-2j...{n-Tr+l) Vdp'^^ dp'} ' 

on encore 

^^ ^r=ii{n-.l)(ji-2)...(r+l) r ^+^V') ' 

De sorte qu'il viendra, en ayant égard aux valeurs susdite» 
de U, V, 

[18] rA^j=U(A^) , (n-r)A^^j=V(A^). 

Quant aux opérations sur les variables, observons que de& 
équations 

[18]' hX=^q'x — qy , hY=py—p^x , h = pq'—p'q 

on tire ficM^ilement les valeurs 

nU(X)=-Y , V(X)=:0, U(Y) = , V(Y)=-X. 

désignent les dérivées de et l'opération U par rapport 
seulement aux quantités p, 9,... , contenues dans les variables 
X,Y, il viendra 
[19] 



(•) En effet, 
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Par suite, en se rappelant que est fonction des coefficients 
et des variables de la forme, et ayant égard aux équations [18] 
et à ces dernières, les équations [14] deviendront 



[20] 






et en étendant le symbole U aux coefficients ainsi qu'aa^ 
variables de d), on aura 

[21] U(0) = O . , V(ct>)=0. 

Ces équations, si on se rapporte au second membre de Vé^ 
quation [7] qui sert de définition au covariant, sont évidentes^ 
car U (ft) = V (k) = 0. Mais il faut noter ici que nous avons 
voulu établir cette proposition indépendamment de toute idée 
préconçue sur la nature de la fonction <p, et seulement en 
partant des équations aux dérivées partielles [14], 

En vertu de ce théorème, on peut démontrer aisément que 
toute fonction qui satisfait aux équations [8, 9] est un co- 
variant, ce qui nous montrera que ces équations aux dérivées 
partielles sont vraiment caractéristiques des covariants, car 
elles fournissent les conditions nécessaires et suffisantes pour 
les caractériser. 

ti^. 6® Théorème. Si la fonction (p(a^Mi^a^,..,^an*i\y)^ ho- 
mogène des degrés m, p respectivement par rapport a\w 
variaUes et aux coefficients^ satisfait atuv équations 

elle satisfera à l'équation 

123] <i> = v{X,Y) = (pq'-p'qfv(x,y). 
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Ce théorème, qui constitue la réciproque de la proposition, a 
été donné pour la première fois par M. Cayley en 1855 (*). 

DEMONSTRATION. SI Ics équations [21] sont satisfaites, il en 
sera de même des équations [14] et par conséquent des é- 
quations [21]. Mais, en vertu des équations [21], et en observant 
que 

on conclut que 

[24] UV(<t.)-VU(<t>)=pg+J.'g-«^-«'g = 0. 

Observons d'abord que partout, A^, Â^, ... étant des fonctions 
homogènes de p, q^ p', ^ du n"»« degré, on a , 

D'ailleurs, en vertu des équations [18'] on a (**) 
[26] 

d^ 
et par conséquent, en multipliant la formule [24] par jr- , 



(*) V. Second Memoir on Quantics — Philosophical Transactions, 
(*«) En se rappelant le théorème eonna sur les fonctions homogènes, on 
pourrait encore établir la [26] en partant des équations 

dY , rfT , ,dY , ,dX V 

que Ton déduit directement des équations [18']. 
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et en sommant toutes les équations pour les divers indices de 
r et y ajoutant Téquation [26], les premiers membres représen- 
teront les dérivées de ^ tant par rapport aux coefficients que 
par rapport aux variables, et par suite il viendra 

Cette équation, jointe à Téquation [24], donnera 

d^ , , d^ ... 

LMntégration «de ces équations et d'une des équations [21], 
considérées comme simultanées, fournira Texpression de 0, 

X désignant une constante par rapport à p, g, j/, (^, fonction 
de aQ^a,,,..^a ,x,y. Afin de déterminer la forme de cette 
fonction X, posons dans Téquation susdite p=^=l, ^z=j/=0, 
auquel cas A^, Aj, ..., X, Y deviennent respectivement 
Gq, a^ ^, 2/ ; nous trouverons 

X = <p(ao, a,, ..., a^,x,y) , 
et, en substituant, 

0(X,Y) = (i)3'-i>'ç)^'q)(a;,y). 

Partant, comme cette équation sert précisément à définir les 
covariants (*•), le théorème est démontré. 



(*] Chaque coefficient de est une fonction des A, homogène et de 

degré p. Ainsi Topération Z A -r-^ ne fait que reproduire ^ répétée autant 

de fois, qu'il y a d'unités dans les exposants. 

(♦•) V. Brioschi, Annali di matematica, 1858; d'où nous avons em- 
prunté cette démonstration. 



tt9.'J*THioniaiB.Toutefonctionquisatisfaitatux: équations 
<^iux dérivées partielles (8) et (9), de degrés m,r, par rapport 
ttua? variables et aux coefficients, aura pour poids de chaque 
coefUcient C^ en x""" y' la valeur tt. = EIZlE? _|^ j , 

Démonstration. Posons avec M. Cayley : 



Si Ton désigne par X (Y) , Topération de X sur Y en tant 
Que Y contient explicitement les coefScients a, et ainsi Y (X) 
pour X , il viendra X. Y=XY + X(Y) , Y .X=YX + Y(X), 
dbù. X.Y — Y.X=:X(Y) — Y(X) . 

^^Cais on trouve aisément : 

,^ + 2(»-l)a.^ + ...+2(n-l|a^, 5^ + ^.1^. 



conséquent : 

^ <3)=«a,-$-+(n-2)a.-^4---(n-2) '' 



^ 72a 



r si le covariant est réduit à par chaque opération 

^ y -j- , Y — œ -j— , il sera aussi réduit à par les 

^E^^rations successives : 

==S.T-Y.X+,-A— ^-^=X(Y)-Y(X)+,-A._^^ . 
^ posant donc 

^^ oovariant s'annulera par l'opération T + 2/ -^ ^ V ' 

FaI db BmuMO — Théorie dâs forniâx binairex, 13 



Soit maintenant c^ a]^ a\..a^ x y un terme du co- 
variant ; en y appliquant Topération susdite, on aura : 

n€, + (n-2)6,... — (n-2)€^j-n€^ + ^ — /t=0, 
ou 

2<-«-/H-n(€o+€i+€,. . •+€^i+€ J-2(€,+2c,+. . .+{n-l )€^i+«€^ 1^ 

c'est à dire, puisque le degré r = Tr^+iTi + ir,4- i ^^ 

i + h = m\ €i + 2€, + ... + (n — l)€^j+n€^=ir^. 
2< — m + nr — 271^=0; d'où 7r^ = *^^^ + ^. 

Corollaire !*'« La seule opération X . T — T X donne 
nr — 27r^ = m — 2f . 

Corollaire 2*. Pour les invariants, comme i = A = , on 
a nr — 2iT^ = ; donc dans ce cas 7r^=-g- . Donc toute 
fonction des eoefflcients qui satisfait aux deux équations aux 
dérivées partielles X = , Y = , aura pour poids -s- . 

Rbmarqde. On pourrait raisonner plus simplement ainsi. 
En posant â?=y' , y = aî/ , et appelant X', T' les nou- 
veaux X et Y, il est aisé de voir qu'on a X'= — X,Y'=aY: 

d d d d , « 

et -^ = "j- , -j-p = o -j^ . Partant la fonction proiwsée 

est encore réduite a par les opérations X' — y' -^-r , 
Y'—x'-j-r ; car on a 

Afin donc que le paramètre a disparaisse du résultat il faut 
que dans chaque coefficient C^ de ciT^y le poids soit 
constant ; car a s'y trouverait élevée à une puissance indiquée 
précisément par la somme : 

l€t+2€, + 3€3+ + 4€^ + l- 

d'où l'on voit que si tt^ est le poids du C^, celui de C^ sera ir^-fî. 



i 
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Noos avons vu qu'au moyen des équations (12), en partant 

du premier coefficient Go , on peut former tous les autres 

ooefficients du covariant. Mais en opérant ainsi est-on bien sûr 

d'aToir un covariant? C'est à cette question que répond le 

théorème suivant dû à M. Càtlby. 

114. 8* Théorème. Étant donnée la forme (Sq, a,, a,, ..., an) 

(x,y)" , si C^ est une fonction de degré r et de poids -g- (mr— n), 

assujettie à la condition X Cg = , et si on détermine 

Ci,C, ... C par les conditions 

[27] C, = TCo, C, = AyC, , ... .C^=-i-YC^^, 

te f motion (0© , Cj ,C, , . . ., C^ 5 x , y)" sera un covariant . 

Démonstration. Observons, en effet, que l'opération Y Cq 
fournira, à un coefficient numérique près, la valeur de d* d'après 

les équations ci dessus, et qui sera de poids Tr^= — ^ [- i . 

Sn poursuivant les opérations Y sur Cq on doit tomber sur 
un terme . Car puisque le plus grand indice est n le 
poids de Y(0 peut être tout au plus nr\ et par conséquent, 
quand on aura — ^ h ^ > wr ( d'où i> -^ (^*^ + >>^)» îl 

fiiQdra trouver Y* Co = . ' 
Cela posé, diaprés le corollaire premier, on a généralement 

^ XY — YX = m — 2î : 

6t en particulier, pour C^ , 

(XY— YX)Co = mCo ; d'où XYCo==YXCo + mC, = mC« 
puisque XCo = d'après Thypothèse. 

Pareillement (X Y — YX) YCo = (wi — 2) YC, ; 
partant 
ÎYH;o=YXYCo+ (m-.2) YCo=mYCo+ (m-2) YCo=2(m-.l ) YC^ 



De même (XY — YX) Y»C, = (m — 4) Y»C, ; 

d'où 

XYsCu=YXY«Co+ («1-4) YH:!o=2{ii-1 )Y*Co+(«i-4)YK)o=3(a-2)Y*C«h 
et généralement 

XY*'Co = t(m — ^ + 1)^00 . 

Alors en posant iz=m-{-l ^ m + 2, etc., nous aurons: 

XY""*'^Co=0, XY""^*Co=-(m+2)Y*'*"*Co, XY*"*''Co=-(m+3)2.Y"^*C».«^ 

équations qui prouvent qu'on doit avoir Y"»-^^ C^ = ; caï 
si Y*""*" Cq est diflFérent de , la seconde équation donnerai'^ 
aussi Y*^"^ Cq différent de et ainsi de suite, ce qui e^* 
impossible d'après la remarque faite au commencement. 
De ce qui précède on déduit les relations: 

XCo=0, XYCo^wCo, XY»Go=2(w-1)YCo,...XY"Co-«iY*"^Co, Y*^'cr^ 

lesquelles, en vertu des équations [27], deviendront 

et Ton obtiendra ainsi le système complet d'équations auxquelles 
doit satisfaire un covariant, comme nous avons vu au N° 110. 



. .r J 



Émanants, Intermatants et évectants. 



•15. D'après ce qui précède nous avons appris à former les 
covariants et démontré quelques-unes de leurs propriétés. Mais 
sous possédons des méthodes plus expéditives pour les former, 
Andëes sur la considération de fonctions particulières, que 
sous appellerons émanants^ intemiuianis et évectants. 
Supposons qu'on ait les deux systèmes de substitutions 

(^s deux systèmes, où figurent les mêmes coefficients de sub- 
stitution, s'appelleront congrédients^ et les valeurs mêmes de 
^» y ; a/, y' congrédientes. 

Cela posé, si par la première substitution on avait trouvé 
par hypothèse 

13] r(^,y)=F(x,Y), 

on aura encore, en appelant X une constante auxiliaire quel- 
conque, 

[4] r(^+Xa:', y-i.Xî/0=F(X+XX', Y + XY'), 

puisque des équations [1 , 2] il viendra 

a; + Xa7'=:i?(X+XX')+g(Y+xY'), 
y + Xî/'= p' (X + XX') + (Z' ( Y -f XY') ; 

équation^ qui lient les quantités a? + Xa/, y-\'\y* aux autres 
X+XX', Y + XY' par les mêmes relations qui lient les x, y 
aux X, Y. 
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Or, si on développe Téquation [4] par la série de Taylor, il 

viendra i d d \^ î d d\^ 

ou x" ^+ lai^^-p- 4- . . . + î/" ^= X" ^+. . . : 
<te' ^ dx^-^dy ^ dv' dX' 

on a donc ce 

116. Théorème. Si les variables x', y', x, y sont congré- 
dtentes, on a 

Dans le premier membre les coefficients sont des fonctions 
des a et des variables â?, y, tandis que dans le second membre 
les coefficients de X', Y' sont des fonctions àes A et de X, Y. 

D'après M. Sylvester nous appellerons émanant la fonction 
laf-z — \-y'-j-] ' Dans un sens plus large on pourrait dire 
que cette fonction est un covariant. Mais alors il faudrait en- 
tendre que les variables aient été changées simultanément en 
X, Y, X', Y'; et alors l'émanant serait une fonction telle que sa 
transformée serait un émanant de la forme transformée. 

Exemple. Soit 

f= aœ^-^2bxy + cy^ ; 

on aura ^ [^a?'^- + ?/' — j /-= (a^ -f dy) oo'-\- {bx + cy) y\ 

dont la transformée est un émanant de la forme 

= (AX + BY)X'+(BX+CY)Y'=i[x'^+Y'A^F, 



En effet, 

+ 



(pX'+gY') 
(1)'X'4-«'Y') 



a(pX + (zY) + &(p'X+3'Y) 
6(pX+(zY) + c(p'X + 3'Y) 
= («;>»+ 2&pp'+ ciP) XX' 

4- («P«+ 6 (P<1'+ P'q) + cp'q') (YX'+ XY') 

+ (aq*-ir2bqq'-Jt-cg'*)YY' 

= (AX + BY) X'4- (BX 4- CY) Y'. 



,— 199- 

IIV. On peat établi v le théorème autrement (*). 

Soit F (X, Y) ce que devient f(x^ y) après la substitution 

.^, â7 = pX4-gY, 

Dans les équations di£fërentielles dérivées de Téquation 

/•(^,y) = F(X,Y), 



savoir, 



df ^ X df . dF .^ . rfF ,^ 



on pourra considérer dœ^ dy comme des nouvelles variables 
et leurs coefficients comme des constantes. 
En effet, on a par [6] 

dœ^^pdX-^qdY, 
™ dy=p'dX-\-q'dY, 

d'où Ton voit que les accroissements dx^ dy sont entièrement 
arbitraires et indépendants, et que d'ailleurs ils sont liés entre 
eux par la même substitution linéaire que les variables elles- 
. mêmes. Ils continueront donc de Têtre dans les équations 
différentielles. On pourra ainsi de deux d'entre celles-ci dé- 
duire les valeurs de dx^ dy^ lesquelles devront coïncider avec 
celles qui sont tirées des équations de substitution. Cela étant, 
rien n'empêchera de considérer do?, dy comme des nouvelles 
variables et leurs coefficients comme des constantes relativement 
aux variables. Par conséquent, tout ce qu'on pourra tirer de 



(*) Ce qui suit aurait pu être mis de côté ; mais nous T avons laissé pour 
faire entrer un peu dans notre cadre l'histoire de la science; car je crois 
que c^est par cette voie que Sjlvester a entrevu les émanants. 
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ces équations différentielles, regardées comme des éqnatioDS 
entre deux systèmes de variables (dœ^ dy), (dX,dY)^ sera légitime. 

Un exemple bien simple éclaircira ce qu'on vient de dire. 

Soit m = 2 et 

[8] aa)^+ 2bœy + cy^= AX*+ 2 BXY + CY» , 

où A = ûtp* -\- 2&pp'+ cp**, 

B = apq-{-l (pq'-^r p'q) + cp'q', 
C = aq*'\-2l)qq'+CQ'^; 

on aura 

[9] (ax-{-l)y)dœ+ (bx+cy) dy = (AX+BY)dX+ (BX+CY)dY, 

[10] adx* + 2 Mœdy + cdy^ = AdX* + 2 BdXdY + CrfY*. 

On pourrait tirer de ces deux équations les valeurs de dx 
et de dy en fonction de cîX, dY: valeurs qui coïncideront avec 
les formules [7]. Mais il est plus simple de substituer celles-ci 
dans les formules [9, 10] et de vérifier qu'on a une identité par- 
faite. Ce calcul ne présentant aucune difficulté, nous le lais- 
serons de côté. 

Puis donc que dans toute équation différentielle, qui d'ailleurs 
peut se mettre sous la forme symbolique 

• • 

[11] [da^± + du-^)fia:,y) = [dX^J^dY^]FiX,Y). 

dXj dy peuvent être considérées comme des variables quel- 
conques, liées aux accroissements rfX, rfYpar les mômes 
substitutions que a?, y et X, Y, on pourra les appeler respec- 
tivement œ\ y' et X', Y', et alors l'équation 

[12] (-^"^^ + y'^jfi'^^ y) = (^'À + Y' ^) V (X, Y, 

aura encore lieu entre ces variables. C'est ce qui du reste 



se voit immédiatement ; car puisqu'on a simultanément par 

hypothèse 

œ=pX+qY , af=2pV'^qY', 

y=pX + q'Y, î/'=p'X'+(zT' , 

on aura 

tfX'T'^ enr~^ l_dxdX'^ dy dXj'^'- [^do) dY"^ dp dYJ 

d*où l'équation [12] est évidente. 

lis. Théorème. Tout invariant d'un émanant de la 
fonction 9 est un covariant. 

Démonstration. Supposons, en effet, que af, y' soient seules 
variables et que œ^ y soient constants. Alors, si nous faisons 
dans rémanant la substitution ordinaire, eu égard seulement 
à afj y\ il viendra par transformation 

où a« P sont des fonctions des coefficients de a/, y' (c'est à dire 

de -3- , -j-, et par suite des coefficients et des variables de la 
dx ' dv^ ^ 

fonction donnée), et des coefficients p, ?, p\ q' de la substitution. 
D'autre part, a, p, sont des fonctions de a?, y, qui se changent en 

d^F d^F /•v 

^' dX^^dY 

m 

lorsque a?, y sont à leur tour transformées par la substitution [2]. 



(•) Observons, en effet, qu'on a a/— +y'-j-= 



(,r+^')£+(p'X'+5T')f=(p£+4)x'+(,£+5-,^)y'=x',4+Y 



j . d^¥ d^F 



dX^ rfX'""'rfY 
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Si donc I est un invariant de la forme l^^ + f'^) f^ 
ou aura, en appelant A le déterminant de la substitution, 

I(a,M )=A^i(4,-^,-^, ). 

\di dx^ 'dy dx^^ds^ I 

Changeons maintenant les variables œ^ y par la substitution [1]; 
l'invariant I deviendra 

""•'•'••■•'='(0';^--)- 

Donc 

)=A I ( — 7 > — rzï — 9 • • • ) 9 
Veto' dx^^df ) 

ce qui prouve que I ( — ^ i — r4 — » • • • ) est un covariant. 

\ dx^ dd^Uy ) 

Exemple !•'. Soit 

f{œ,y) = 00^-^ 3&a?*y + Zcxy^+ dy^ ; 
on aura l'émanant (*) 

L'invariant de cette fonction, savoir, 

sera un covariant, ce que nous avons déjà appris ailleurs. 
Exemple 2«. En prenant l'émanant {^'J^~^y''T~) ^^ 



(*) Nous faisons toujoura abstraction dans ce qui suit des facteurs nu- 
mériques introduits par la difiiérentiation. 
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et en cherchant son invariant, on a le covariant de la forme 
blquadratique 

(a<j— ^)«* + é(2ad-2be)a^^ + ^(ae + 2bd-2c^]a^ + M2bc—2cd)xy^ 
Exemple 3*. Soit 

En prenant Témanant du 4® ordre^ on trouve 

• a:'* (^w? + ^) + ^o(f*y'(l)x + cy) + 6a?'*y^ (ex + dy) 
+ éx'y'' (dx + ey) + y'* (ex + fy) , 

et par suite Tinvariant du 3* degré 



ax + &y 


bx-^-cy 


ex 4- dy 


hx-^-cy 


CX'\' dy 


dx-^-ey 


ex-^-dy 


dX'\-ey 


ex'\-fy 



d'où Ton tirera le covariant du 3* ordre 



a? 


Zx*y 


3a;î/* 


y» 


ace 


+ acr 


+ adf 


+ 6dr 


— a<«» 


— ade 


— ae* 


— 6e* 


— 6»e 


— 6V 


— bcf 


- cY 


+ 26cd 


+ 6ce 


-\- Me 


-\-2cde 


— c» 


+ 6d» 


+ c*e 


— d» 




— c»d 


— cd* 





119. Théorème, il fouie fonction de degré impair corres- 
pond un covariant du 2* degré par rapport aux coefficients 
et du degré 2n— 4, 2n — 8, ... par rapport aiujo variables. 

DÉMONSTBATiON. En effet, si on prend Témanant 

['^'-h+yi/Y^ p = l,2,3,...n-l 
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de la fonction, on aura successivement des fonctions de degré 
linéaire par rapport aux coefficients et de degré n — 1, n— 2, ... 
par rapport aux variables de la fonction donnée. Les invariants 
du 2® degré, qui existent toujours pour des fonctions de degré 
pair, ou pour des émanants d'ordre pair p, seront précisément 
les covariants cherchés, d'ordre 2n — 2p. Évidemment la série 
des covariants terminera par un covariant quadratique oa par 
un invariant de 2» degré, selon que le degré n est impair ou pair. 

Corollaire. A toute fonction de degré impair correspond 
une série d'invariants de 4* ordre. 

Démonstration. On peut en effet prendre les invariants qua- 
dratiques des covariants susdits qui seront de degré pair, et 
alors on obtiendra des invariants du 4» ordre. 

Ainsi du covariant de degré 2=2.3 — 4 de la forme cubique 

on tirera l'invariant 

(ac — &») (M — c*) — (ad — c&)* 

de la forme binaire susdite. 

l!SO. Remarque. D'après ce théorème les invariants du se- 
cond ordre det^ émanants d'ordre pair, d'une forme q>, c'est-à- 
dire les fonctions 

d'tpd^ ___ I d'<p y 
dx^ dy* \dxdyj 

dx^ dy^ da^'dy dxdy^ ' \ dxHy^ j 






dœ^ dyt' dxdy'' dxHy 



+ dx'dy^ dxHy' [dœ^dy'l ' 



seront autant de covariants de la fonction 9. La première de 
CCS fonctions prend le nom de Hessien du nom du Géomètre 
{M. Hesse) qui le premier l'a trouvée. 
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ExBMPLB. La 2* fonction donnera pour la forme binaire du 
5* degré le covariant 

IM. Une source féconde de covariants se trouve dans les 
fonctions que nous appellerons intermutants, et dont nous 
allons maintenant nous occuper. 

TnâoBàMB. Soit F(X,Y) ce que devient f(a),y) par la substi- 
tution : 



[13] 


î/-|/X + 3'Y, * P^ ^'«' 


on aura 






^{^ M* ft-W^ . ^\a. 



4> étant la transformée de la fonction homogène quelconque 9^ 
obtenue & Taide de la même substitution. 
DÉMONSTRATION. Ou déduit des équations de substitution 

Maintenant on a généralement, pour Texpression des dérivées 
en fonction des nouvelles variables, 

d d rfX , d dY d d rfXj^ d dY 

dx^dX'^'^dYdx ' dY'^dXdy^dYdp ' 

d'où, en vertu des équations [1] 

dx~k[^dY ^ dXJ ' dy~kVdY ^ dx) ' 

Or on reconnaît aisément que ce système aurait pu se déduire^ 
du système [1] en changeant respectivement 

d d , ^ l d ,. ^ l d 

dp *^ dx k dY k dX 



8i donc ce changement est légitime sar le système des équa- 
tions [1] il le sera aussi sur tout autre déduit de celui-ci. Mais 
par ce système on trouve précisément 

r(a;,y) = F(X,T); 

donc on aura encore : 

f(± ^A,\ -vlL± -LA\. 

mais , comme f est de degré m j on aura enfin : 

M ^(A-.4)=»-^(l-i)- 

Par conséquent l'opération indiquée dans le premier membre, 
appliquée & une fonction de X et de T, donnera le même ré- 
sultat que celle du second membre, appliquée à une fonction 
de â?, y avec laquelle est liée comme X , Y à â? , y . 

Nous désignerons cette fonction, /"f^— » — ^J » P*r le 
nom à' intermutant (*). 

Si on applique Tintermutant flj-^ — ^j à la fonction môme 

pourvu que n soit pair, on obtient l'invariant de second ordre 

, «(«-!) i n(n-l)...(|+l) 

Ainsi, pour n=:4, n = 6, on aura les invariants 
aoû^ — 4aia3 + 3a% , aotte— 6 a^aj + 15 a^a^ — 10 a*. 



(*) Nous employons ce mot dans ce sens, bien que peut-être il ait été 
employé par d^autres auteui*8 dans un autre. 
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ce qui prouve d*uDe autre façon que toute forme binaire de 
degré pair a un invariant du second ordre. Il est aisé de 
voir que, si a est impair, les termes s'entredétruisent deux 
à deux. Si pour la fonction f on prend un covariant, Tin- 
termutant donnera évidemment un autre covariant. En con- 
tinuant de la sorte, on voit qu'on peut engendrer à Tinfini 
des <x)variants. 

ExBMPLB. Si on change le covariant quadratique de la forme 
quintique en intermutant 

et qu'on l'applique à la forme quintique elle-même 

cujc^ -|- 5 ha^y + lOcod^y^ + 10da?V + 5 exy* + /J/S 
on obtient le covariant 

(ae — 4M4-3C*) {cx^+3dœ^y + 3ean/* + fy^) 
— (af+ 3be + acd) (&a^ +3 cœ'^y + 3 dxy^ + ey^) 

+ ipr— 4tce 4- 3ûP) (aœ^ + 3&a?V + ^cœy* + dj/') 

• 

qui est précisément, sauf un facteur numérique (—3), le cova- 
riant qui, égalé & zéro, fournit Téquation canonisante de la 
forme quintique. 

Bbmabqub. Si (p est un covariant de la forme /*, et qu'on le 
change en un intermutant, en rappliquant à un autre covariant 
Mf de la même forme, on aura un autre covariant. Il faut 
pourtant, afin que les diflférentîations soient possibles, que 
Tordre du second soit supérieur à celui du premier. La dif- 
férence exprimera Tordre du covariant auquel on aboutira. 
Il s'ensuit que toutes les formes qui possèdent des covariants 
ne différant que d'une unité dans leur ordre ^ ont un co- 
variant linéaire. Ce principe appliqué aux deux covariants, 
quadratique et cubique, de la forme cubique, donne un co- 
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variant o; mais si on rapplique à ceux de la forme quintique, 
on obtient de suite de la façon la plus aisée le covariant li- 
néaire N"" 8 des tables. 

199. On peut, à Taide des fonctions appellées éveciants, 
trouver encore des covariants. 

Si I désigne un invariant de la forme : 

n , n— 1 , fl{fl — ^1) n— 2 ^ , 

OoCa + na^x y + ^^' u^x î^' + ••• . 
la fonction 

est appellée un éf^eclant. 

En effet nous allons démontrer ce 

Théorème. Tout évectant est un covariant de la forme 
proposée. 

Démonstration. En nous bornant au cas de p=l, observons 
d'abord que, si les variables x^ y\ x\ y^ sont congrédientes, 
c'est à dire, si 

• 

d'où 

xy'—afy = (pq' - pfq) (XY' — X' Y) ; 

on pourra établir l'équation : 

r (^,!^) + \(xy'-yaf)''=^Y (X,Y) -f V (XY' - YX')** ; 

et, en développant les deux membres, il viendra : 

(a.+Xv"')a;"-f^-V(a.-Xtr-V)+^^a;"-«y'(a,+X|/'"-V)+. 
= (A,+ V Y") X"-4- wX^'V (A,— XY'""* X') + ... 



N 
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Pour former maintenant l'invariant quelconque de cette fonction, 

il suffira de changer les coefficients ao,a|,a,, de la fonction 

f{x,y) respectivement en ao+Xy***»»!— Xî/'**"^a?',a,+xi/''*"V%..., 
et si on le développe suivant les puissances ascendantes de X, 
on aura: 

ï+M^ i^-y ^-5^;+^ ^ rfs;- )^+ 



Cette expression en vertu de la propriété connue des invariants 
doit être égale à celle que Ton obtiendrait du second membre 
de réquation, aune puissance près de pg'— î/g, c'est à dire 
qu^on aura : 

= ft'*[l(a„a.,...,a.^)+x(î/'"^-!/'"-V^+...)]. 

Mais I (Ao,A|,.--îAJ = /i^I (ao,a|,...,a^) ; donc, en observant 
qu'on a X'r=x;i, il viendra 

rfAo • rfAi ' V*' rfOo ddi ^ I 

donc la fonction proposée est bien un covariaut. Il en sera de 
même évidemment pour n'importe quelle valeur de p. 
ExBBiPLB. Supposons que 

[17] f=ax^ + 3bœ*y + 3cajy^ + dy^ ; 

on aura 

L'évectant 

FaI Db Bboko — Tliéoriê dêt format binaires, 14 
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fournira le oovariant 



«• 


«V 


»f 


f» 


— 3a*c 
+ 2J» 


+ 3<iM 
— 6«e» 


-3Jtf» 


- «P 

+ 8*«l 
-2«» 



Pareillement, en ayant recours à Tinvariant I4 de la forme 
binaire du 5* degré, on obtiendra le covariant du S* ordre et 
du 3« degré par rapport aux coefficients qu^on trouTera dans 
les tables au N"" 2. 

C0BOLLAIBE l«r. Il s'ensuit en général qu'à toute fonction 
de degré impair 2n4-l correspond un covariant d^ ordre 
2n4-'l ^t du 3« degré dans les coefficients. Car (N. 119) 
toute fonction de degré impair a un invariant du 4* ordre. 

De même toute fonction de degré pair 2n a un covariant 
d'ordre 2n et du n* degré dans les coefficients. Il suffit de se 
rappeler que toute fonction de degré pair 2n a un catalecticant 
ou un invariant de n -f- 1 degré. 

Corollaire 2°»«. Tout invariant d^un évectant est un in- 
variant de la forme proposée. Il suffit en effet d'observer 
(voir N° 129) que tout invariant d'un covariant est aussi un 
invariant de la forme donnée. Ce corollaire démontre immé- 
diatement un théorème d'Eisenstein. 

Supposons que Aa;*-f- 3BaT/*+ 3Ca?^'+ Dy' soit le covariant 
cubique trouvé tout à Theure. Nous savons que 



2(AC-B«) 
AC — BD 



AC — BD 
2 (BD — C«) 



est l'invariant de cette forme. D'ailleurs le seul invariant 
fondamental de la forme cubique [17] est I, ou son discriminant. 
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Donc on doit avoir 



2(4C — B») AC — BD 
AC — BD 2(BD — C*) 



2{ac — &*) ac — M 
ac — M 2(bd — c*) 



relation donnée par la première fois par ce géomètre, où 

da ' ' 3 ic ' ' 

C=^=—a(JP+3bcd—2d' ; D = ||ir=-^d+2M— &c«. 

n est aisé de voir de même qu'en comparant un invariant d'un 
covariant aux invariants fondamentaux de la forme, on trouvera 
une foule de relations entre les coefficients. Ainsi en mettant le 
covariant N. 2 des tables de la forme biquadratique sous la forme 

• 

Aaf'^6Bafif + l3Cœ^^+20Da^y''+l5Eûc^y'+6Fœy^+by\ 
il faudra que AC— 6BF+15BE— 10D«=XI%+fip3 , 

X et M étant des coefficients numériques qu*on déterminera 
aisément, et par là on trouverait qu'il est le discriminant 
même de la forme biquadratique. 

19S« Au moyen de Tintermutant on peut, d'après une 
méthode donnée par Cayley, déterminer en général la forme 
canonique pour un degré pair, ce qui précisément nous nous 
étions réservés de faire au N. 66. 

Soit 
[18] f= K» «n •.-, «gn^a?, yf" 

la fonction donnée, que nous nous proposons de mettre sous 
la forme canonique que voici 

[19]Ai(a?+a,y) "+A,(a?+a,y) "+...+ A Ja?+a«y) "+XT(a?+a,y)...(a?+a„y), 

T étant un covariant de degré n de la forme 

[Î20] (a,, ai, ..., 9lJ^x, yf= (œ + a,y) (x + (x^y) ... (a? + ajf). 
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CoDune on voit les indéterminées A,,..., A , a„.-'ia , k sont 
bien en nombre Sn-j-l ég'al à celui des coefficients de la 
forme. Pour les déterminer et pour plus de clarté, nous po- 
eerons d'abord ce lemme. 
Si on prciwi pour interviutant la fonction 

[21] 

etsionl'apiiUque àundesbin6mesquelconques[2], k{j:'\-vl/f", 
le résultat de Voiiération sera nul. 
En effet, ce résultat aura pour expression 

f22] (a„,a„...,aja,-ir. 

Mais, en vertu de l'équation [20], un des facteurs du second 
membre s'annulera par la substitution ir=a, y^= — 1; donc, 
la fonction [22] se réduit à 0. 

Supposons maintenant que le covariant T soit tel que l'o- 
pération [21] faite sur T(j7-fa,i/) ... {j: + aj/) soit proportion- 
nelle au produit même (ic + a,î/)...(j;4-a^î/). Alors, si on ap- 
plique l'intennutant [21] aux deux membres de Téquation 

on aura, par la comparaison des coefficients bomologues et en 
observant que l'opération sur la partie S se réduit à zéro en 
vertu du Lemme, les équations de condition suivantes 



-+...^Xa„ 
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Toù, en éliminant ag, aj, ..., a , on aura Téquation 



a. 



a 



a. 



a +x 



a. a. ... d '\ — CL 



a 



a„ — 



2X 



n-» n-1 n » (n— 1) 



a — X 

n 



1 ^ 

a 4-— 



a 



n4-l 



a 



n+l 



a 



n+8 



n+l 



a 



2n— 2 



a. 



«n-1 



a, 



£n 



= 



Exemple. Soit n=3. Alors on aura 

/= Ao(a?+o,y)«+A,(a?+o,y)«+Aj(a?+asy)«+XT (ay+oiy) (a?+aiy) (a?+a3y), 

Or, en posant 

(ao, aj, a,, agï^, î/)'= (a? + o, y) (^ + a, y) {x + agî/) , 

on trouve que le covariant T, propre à la solution, est Té- 
vectant de la forme {fl^^^a^^a^^a^x^yf ^\ c'est-à-dire le co- 
variant N. 2 des tables, et la forme canonisante sera 





CL^ Aj a. 


«3— X 




1 ^ 
«1 û« «3+3 


«4 




X 

«« «8 3 «4 


«5 




aj+x a4 a^ 


«6 



= 0. 



(*) Pour le prouver il suffira, diaprés Salmon, de le vërifier sur la 
forme canonique de la cubique, qui est a?-\')^y dont révectant est a^ — ^. 
Or dans ce cas le produit T(fl5+aiyX*+<*iy)(^+0iy)> ^^ ^—t^i devient, 

après avoir subi l'opération -j-^ — -r-^, la même fonction qu*au para vaut, 

ai^'\'^. Cela parce que le résultat est indépendant des transformations 
linéaires qui ramènent la forme canonique à la forme primitive. 



i.-^ ■.•■:. 



— au — 

ExBMPLK a™". Pour rt^l, rintermutant devient 



En l'appliquaut à l'équation 

(aoa,aifl,«J!a:,yl'=A.(* + a,j()»+A,[û;+o,y)'+6X[3r+<iiy)*(«+o*l'. 

on trouve que la 2""* partie donne 24(4a,aj—a',)Ma:+Oiy)(a;+o,j/). 
Si nous poBona \'^2{ia.„a, — a\), les équations de conditioû 
fournies par rintermutani. t^u iparant les coefficients de 
os', œij, y' seront 



a^a, 

BgQ, 



-2a. 



Og^x'ao , 
a,=:Va, , 
a,= x'a, , 



d'où l'on tire, en élim 



c'est-à-dire la même équation canonisante de la forme quv^ 
tique que nous avions trouvé au N. 65. 
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»3. 



Govariants considérés par rapport aux racines. 



IIM. Nous aTons va que les covariants d'une forme binaire 
satisfont aux deux équations aux dérivées partielles 

Or des équations 

que nous avons démontrées N. 83, il s'ensuit que les équations 
susdites prennent la forme 

On aura ainsi obtenu les équations aux dérivées partielles 
relatives aux covariants exprimés en fonction des racines. 
Soit, par exemple, le covariant 



(*) On sous-entend que r est le degré du covariaiit par rapport aux 
coeflScients et que t| = Za.. 
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Posons pour iiD instant 

<p = 2A(o,— a,)' ; 9— SB(a7 — i/a,)*. 
Od aura évidemment 

en reportant les différentiations •— seulement sur le facteur 
(C— j/o,; tt cela se répétant d'une : nière analogue pour a„a„ 
etc., il s'ensuit que pour chaque forme du covariant l'opératioi 
, rf(p rfip 

reproduira le covariant X2(ci, i-a, + a, + ai-i-a,-4-.~) ; 
c'est & dire que pour le covar cp on aura pour le résultat 
de cette opération 29^,. Or, 1 le dans notre cas r=^2, il 
viendra 2ips, — 2Si<p=^0, ce qu'il s'agissait de vérifier. 

ISft. Rbmarque, Il se présente dans la transformation de 
Tschimhaus une belle application des principes posés, due S 
M. Betti. A cet eflfet posons 

les équations [1], [2] deviennent 

[51 X(p = , [6] X,q> — rs,<p = On' 

Soit maintenant 

/•(a;,i/} = (a(,,û,,ffl„...,a^îf«?,l/r=0 

une forme binaire de degré n ; et %{x^y), q», («, y), ...,*, (ir,yl 
des covariants de cette forme d'ordre m et de degré r . 



(*) Lorsque q> est de âegrd par rapport sax Tarisbles, ces daax 
«quaCiouB reprodaisent cellaa du N. 83 relati*ea box Invarianti. 
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Posons . 

M' (^)=«* <Po (^, 1)+^'"' 9i (^, 1) + ^'"%i(^, 1)+. • .+<P,{^^ 

Supposons que Ton élimine œ entre ces deux équations, de 
sorte qu'on ait pour résultant 

les coefficients A^, A,,...,A^, qui seront des fonctions ra- 
tionnelles de X, seront tous des invariants de la forme donnée. 
En effet, puisque <p^(â;,y) est un covariant, on aura 

si Ton applique les opérateurs X et Xi à ip(2^), en consi- 
dérant z comme fonction de x en vertu de Téquation 
e (js) = , X et Xi se réduiront à 

Hais si par hypothèse \\^{z) = n'a pas de racines égales, 
■^ ne pouvant pas s'annuler, il faudra avoir 

X;2: = , XiW = 0, 

ce qui fournit les relations 

XAo=0, XA, = 0, XA,= 0, X.A^ = 0, 
X,A=0, XtA, = 0, XiA,=:0, XiA^ = 0, 

et par. conséquent ces fonctions seront des invariants. 

190. Les équations [1, 2] n'ont pas seulement lieu pour les 
covariants cp, mais pour n'importe quelle fonction homogène 
de rr, y. Ainsi on a encore généralement ce théorème. 

Théorème. Supposons que la fonction proposée soit mise 
sous la forme 

/•(a?,î/) = a(/r — <xy)(â?— Pi/) (0?— Tl/)... ; 




DÉuoNSTRATioN. La première de ces équations est évidente. 
Pour la seconde, observons qu'on a 



py ^ «—fV 



dy \^x-ay 

Hids ^néralement 



doue 

Des relations remarquables [7 ui ont lieu pour n'importe 

quelle fonction binaire, on déd égard aux équations [1,2] 

relatWes aux covariaiits, une ^/. uj^.iété nouvelle par rapport 
à ces covarianta. En effiît, si f est le covaiiant même (p, en 
appellaut a' ces racines, on devra avoir,ea comparant ensemble 
les équations [1] et [7], 

ExBUPLE. Soit <p = c*(S{o— ?)*(<" — ttf)* le ooTariant de I» 
forme cubique a^{œ--ay) (x—^y) (a:— tv) , et sapposons 
que a' et P' soient les racines de 9 = 0; on aura 

Ap . tiip Ap , <f<p . dq) 

da' + rff ~ rfa "•" rfp + rfT ' 

-(a'-W)^-,|ï,+rf=+<.'^+P^+T-^2«M-|M-,),. 



Généralement a' , 0' étant les racines d'un covariant 9 du 
2* ordre, et a, , a, , a,, ..., a^ les racines de la forme donnée, 
on aura cette relation remarquable : 

Ap , Ap* dtp . ddp ^^ d<p ^^ dqt 

'd^ "^"rfr"""rfâ" + '5i;r"^'5â^'^"" ' d^ ' 

197. Au moyen des difFërences des racines on peut écrire 
immédiatement un covariant. 
Posons ainsi 

[11] 
<p=a^(a,-c^)'(a,-a3)'(a3l-aj"../a?-aii/)*(a:--(^|/)\a;--a3y)'. 



où nous supposerons que les racines entrent toutes dans les 
fecteurs («i— a,)» , etc. et les facteurs (a?— a^y)* , etc. un même 
nombre de fois =r, et le degré =m par rapport aux va- 
riables; je dis que cette fonction est un covariant. 
DEMONSTRATION. En faisant la substitution 

dans la fonction 

on doit avoir par déjSnition, en désignant par A|, A,, A,, ... les 
nouvelles racines, et par (a^) ce que devient le coefficient ao et 
par M rindice du covariant : 

A'*a'',2 (o,— 0,)' (o,— a,)'... (x-a^yf (x—a^)*... 
= (a,)' 2 (At-A,V (a,-A,)*... (X-A,T)* (X-A,t)*... 

Hais on a 

K-i^ZÎ^ A'- A^=A , . *,•> r . X- A.Y= 'A ; 



donc le second membre deviendra 

àT'*" («.rs (a.-a.)* (0.-0,)'... U-a.»)* (oj-aj,)»... 
divisé par le produit 

Mais si les racines figurent toutes au mfime degré r , les 
facteurs p—a^p^^ P—^P^ etc. entreront tous au même degré dans 
le diviseur. D'ailleurs (ao)=ao(p— a||/)(i>— a^f/j—rrrOonPii/): 
donc ce feu^teur, qui se trouve au dénominateur, sera détruit 
par le facteur (a^Y, qui se trouve au numérateur, et il ne 
Testera plus qu'une fonction de la forme [11], ce qui démontre 
bien que la fonction proposée est un covariant. 

Si on appelle ai , a, , a, , ... les degrés auxquels monteront 
les racines 0| , a, , as ••• dans le produit des différences, on 
devra avoir, pour que la condition proposée soit satisfaite : 

r = a44-ft = at + ^ = »8 + '» etc. 

Par conséquent, si n est le nombre des racines il faudra que 

nr = 81 + 8^+^8+ ... +^^ + ^ + ^ = 2» + ^; donc 
2a = nr — m ; d'autre part, comme au-dessous des exposants 
5 , ^ , u , figurent toujours des couples des racines, la somme 
2a sera deux fois la somme s + < + ^4" ••• = M > si fi dé- 
signe rindice du covariant; donc il faudra que 2fi = 2a, 
ou que 2fi = nX — m, fi = — ^^ comme Ton savait déjà. 
Remarque. Le premier terme en x aura pour coeflacient 
Co = 2 (ai— ct,)*(a,— ttayCua— aj ... . Mais puisqu'il sera 
une fonction symétrique des différences des racines, il s'ensuit 
qu'il sera un péninvariant, ou qu'il satisfaira à l'équation b=0, 

d G 

OU 2-7-^ = , comme nous l'avons déjà appris. 
do, 

199. Si n est doublement pair =4i>, on aura un cova- 
riant, en supposant h un nombre pair : 

<p=a«oZ(oi-ai) (03-04) ...(afp.1— a,p)^fl?— 0|p+iy) (f-^+lSi) -(i»?— Œ^y) 
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An 
Ce coyariant sera d'ordre -5- et de degré h. Ainsi la forme 

biquadratique aura un covariant du 4* ordre et du 2* degré dans 

les coefficients. Les formes du 8* degré auront des covariants 

d'ordre nh et de degré h ; le plus simple sera celui de degré 2 

et d'ordre 8. 

Supposons n=42}-(-2, ou =4p. Les expressions suivantes: 



9=1(01—01) (o,— Os) '"(^<Hp—<hp+ij (<Vm""^) (^2^«^+«y) •••(^— ««y) 
<p=r(0|— Ot) (o,— Os) ...^aap_i— ojpj (a^— a,) {f^^p-\-\y) -(^-cmy) 

seront encore des covariants respectivement d'ordre nh et de 
degré 2h. Pour w = 6, le plus simple sera le covariant du 
12" ordre et du 4* degré. 

Pour n'importe quelle forme de degré n impair, on aura un 
covariant dans l'expression : 

qui sera d'ordre et de degré h . 

La considération des covariants sous le rapport des racines 
présente une application heureuse aux résidus de Sturm. On 
sait, d'après Sylvestbr, que ces résidus peuvent être mis sous 
la forme : 

S, = a%2(a,-o,)«(â?-a3)(a?-a,)...(a?-aj 

S, = a%2(a,-a,)*(a,-a3)«{a3-o,)«(a7-aJ(^-a5)...(a?-aJ 






et généralement : 

S^= ao*^''"^^2 TT (a, a, ... o^) (00— a^^^) (^-o^^^) ... (^— ^) • 
Or, comme il a été démontré par Schramm (*), on peut 



C^) Annali di Matematica. Tom. I — 1867. 
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P 


^ 


■ 


■ 


m 


substituer 


k 


cette 


série 


celle qui 


est 


formée 


par 


le» 


co- 


variants : 





















C.=<!'.S|a,-<',)'(iS-«.)'('".-°.l'(a'-».ï)'(«-",K)'-l-'-'-«.l'l'. 



et généralement : 



c,=<i."-"sTr(., =,.,.., )(..,■ 



„v)'"-"(.r-.,^,!,)-"-"...(<t- 



Ainsi l'étude des covariants peut servir utilement au dé- 
nombrement des racines réelles et imaginaires d'une équation 
donnée. 
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M- 



Propriétés diverses des oovariants. 



199. Théorèicb. Un invariant d^un covariant est un 
invariant de la forme. 

En effet <P = (Co,Cj, e,, ...ï^r, y) étant le covariant, et I 
désignant un invariant de <p , et Cq , C| , ... les coefficients 
de la transformée de 9 , on aura : 

Mais par définition (N. 105) les coefficients Cq , C| , ... ne dif- 
fèrent de Cq , C| , ... que par des puissances de A ; donc en 
les remplaçant les uns par leurs expressions eu A , les autres 
par leurs expressions en a , on aura : 

I (Ao , A, , A, , ... , A^) = A** I (ao , a, , ..., aj . 

On démontrera de même ce 

TnitoRÈMB. Tout covariant d'un covariant est un invariant 
de la forme. 

ISO. TnéoBEME. Soient <p(x,y), V(a?,y) deux covariants 
de la forme f ; le déterminant 



[1] 



dx 

dx 



d<p 
dy 

dy 



sera aussi un covariant de la forme f . 



Démonsthatios. En effet déaigiions par <t>(X,Y), VfX.Ï) 
Ifis transformées de q> , i|i par la Rubstitution linéaire : 





+ a'i. 


En vertu des équations: 




»(X,Î, = W- 
V(X.T) = (PS' 


-^gl'^Ki/i, 


-P'8)'v|iï,K), 


auxquelles satisfont les 




proposés, il 














-^ = im'-p'n) 


^ 


J^+«'f 


d'où l'on tirera: 







[5] 



dX. 



dï 



ëxbmplB l'^ Du covariant du 2* et du 3* ordre de 1& forme 
du 5« degré on déduit ud covariant du S" ordre et du degré 5 
par rapport aux coefficients. 

Si on pose le premier =Aa;*-\-2Bxy-\-Cy*, 

et le second =Da;»+3Ea:V + 3Ficv*-4-Htf», 
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on aura le nouveau covariant 

Aa?4-By Ba? + C|/ 

de sorte que le coefficient de a? , par exemple, sera 

2(ae — 4M + 3c«) (ac/^— ade — &y-f &CÔ + M* — c«d) 
— Sla/"— 3&e + 2cd) (ac^ — ad« — &«ô + 2&cd — c*) . 

On vérifiera aisément que cette expression se réduit bien au 
coefficient indiqué par les tables, au signe près. 

Exbmplb2. Si on appelle Pâ^ + Qy^ ^^ covariant linéaire de 5* 
degré dans les coefficients (N* 8 des tables ), La?* -\- ^œy + Ny*, 
le covariant du 2* ordre et du 2* degré, le Jacobien donnera 
un covariant 



P, 



=a?(2LQ— MP)+y{MQ— 2NP) , 



qui sera aussi linéaire et du 7* degré dans les coefficients, que 
nous appellerons Fa? + (J'y . 

De même le déterminant ou le Jacobien de Pâv{-Qy, Frr-fQ'y, 
ou PQ'— FQ, donnera un invariant de 12* degré égal à 

P (MQ-2NP)— Q (2 LQ-MP)=— 2 (LQ* — MPQ+ NP*) ; 

de sorte que, si Ton pose 

LQ» - MPQ -t- NP»= (L, M, N 5 Q, - P)» = - 1,., 

on aura PQ* — FQ = 2I„ . 

131. Théobbhb. Le déterminant 

est un covariant. 



(*) Le produit entre parenthèses désigne celui des termes de la diagonale 
da déterminant. 
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DÉMONSTRATION. PouT le déiDontrer, nous fixons yoir que la 
transformée de ce déterminant se reproduit. Observons à cet 
effet qu'eu transformant la fonction f par la substitution [2] 
et en supposant r-\-S'=m^ on a 

en désignant par 2^ . 2' . des fonctions déterminées 

des coefficients p , (f , p', (r' de la substitution. 
Ou trouvera facilement (*) pour leurs valeurs 

K. = /«' > 

[8] 

tr** = ^V'-'pv +r«»''^'i'î«'*-'+ ^Vî^r" 

Par conséquent, si Ton appelle L le déterminant 



[9] L = 



mfi 



mfl 



i" 



mfi 



i 



(m) 



l 



m — 1,1 



V 



l 



m— 2;B 



V 



m-1,1 



m^2,2 



r' 



m-1,1 



r 



m— 2;e 



Z 



/ 



mfi 

(m) 
m— 1,1 

(m) 



m-"2;6 



O.m 



r. 



0,m 



r' 



0,m 



.(«) 

O,!» 



^♦[^ Il suffit de voir que 
tin 
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«t H le déterminant 



ti«i ^=Ié{±^ 



^/ 



rf*V 



dSTiie'' dX'"~'<fYrf<r"~'rfy 






on aura d'abord, en vertu des équations [7], par lesquelles on 
remplacera dans H les dérivées en X, Y par celles en a; , v, et en 
vertu d'un théorème connu de la théorie des déterminants, 

[11] H = LA (•). 



(*) Pour mieux faire comprendre cette première partie du théorème 
nous ajouterons ici un exemple. En se rappellant que 

d d , , d 



dX 

d 

dY 



OQ 



dy ' 
d \ ^ d 



dos 
dx 






d'i 



rfXdY ^^ dx^ ' ^''^ ' ^^'dxdy 

étidemment 

d' 



dy 



t •» 



d' 
dX'do^ 

d' 
dXdYdx* 

d' 
dYdy^ 



't 



pq pç^-i-p'q l^(i 



dXHxdy 

d' 
dXdYdxdy 

d' 
dY*dxdy 

AL 
dx' 

d' 



(pq'—p^qY 



d' 



dx^dy 
d* 



d' 
dX*dy^ 
d' 
dXdYdy^ 
d' 
dY'dy* 
d' 
doB^dy 
d^ 

dxHy^ 
d' 



dx^dy^ dxdy^ 



dxHy^ 

d^ 
dxdy^ 

d' 
dy^ 



d'^ 



dx' 

d\ 
dx^dy 

d' 

dx^dy* dxdy 



doi^dy 
dx*dy* 



dx*dy* 

d* 
dxdy^ 

AL 
dy' 



En appelant ensuite P le déterminant 

P=y f + J^ .—ÊHJ— ^\ , 

ou le transformée de A , 

on aura pareillement P = LH (*), 

d'où enfin 

[12] P = L»A. 

Il ne s'agit plus que de démontrer que L est une puissanoe 

de PQÎ — pQl . 
Posons à cet effet, pour abréger, dans les équations [8], 

-^ = a , '^ = h , et en général -fV = «^^^ , 
d'où, par exemple, a = 1 , a' , '=-rd'\-sb^ 



.(0 



a sera une fonction entière de a et de &. Divisons ensuite 



r.% 



dans le déterminant L les éléments de la première ligne par 
P , ceux de la seconde par p 9, ...., et ceux de la dernière 
par g**; on aura 

fn(m-i-l) m(m-f-l) 

en désignant par A le déterminant formé par les a 
comme L est formé par les l^^ . 
Si maintenant dans le déterminant A_ on soustrait les élé- 

in 

ments d'une ligne de celle qui précède, toutes les lignes excepté 
la première seront divisibles par a — & . En effet, posons 
-^— = A , -^ = B ; on aura en vertu des équations [2], [7], 

a|;'^^ z=((B*))(A + aB)''(A + &B)'= A.r(A+aBnA+&B)*1 . 

(*) On reconDaîtra aisément que l'on passe de la transformée P de A 
en la fonction A par deux transformations successlTOS de dérivées d*ordre 
fn eu X , Y en celles de même ordre m , â; , y . 






Par conséquent, 
»;i-«'l....=^[(A-+^BnA+ftB)']-^[(A+aB)-'(A+î,B)-'] 

rr(A+aBp'(A-H»B)'(A-faB-A-&B)1=(a-6)^(A+aB)''~'(A-H>B)'B , 
Mais comme 

)^r(A+aBr-\A+&B)'B]=^a-6)^[(A4^B)'^\A-H'B)']=(a-&)a[r^^^ 



dB 

il viendra 






De plus, les éléments de la première colonne seront tous 
égaux à zéro, sauf le premier élément qui sera Tunité : il 
s'ensuit que 



A^=(&-.ay 



1 a' 



«1-1,0 



à! 



,1 



a 



«-1,0 



a 



(m-l) 
fn>2,l 



1 ar 



0,m-l 



a 



(m-l) 
0,m— 1 



m 



A =(6 -a)- A 



m— 1 



m(m-t-l) 

; d'où A^^lft-a)""*", 



et, en substituant, 



in(m4-l} 



(•) En observant que 
on aura, 'par exemple, 



Alors réquation [12] fournira enfin la relation 

[13] P = (P«'-P'«) * A, 

ce qui achève de démontrer que le déterminant A est no 

covariant. 
On aura simplement un invariant de la forme /", si m=|-^ 
Dans ce cas, en supposant n pair, les fonctions A seront 

des invariants d'ordre -^ -f ^ f Q^^ Sylvbstbr appelle eatù- 

lecticants. 
Ainsi, par exemple, pour n=4 il viendra 



A,= 



d* 


d^ 


d^ 




da^ 


dtfidy 


.dd^dff^ 




d^ 
dafidy 


d' 


d* 
dxdj^ 


r= 


d* 


d* 


d* 




dai^dy* 


dttd^ 


dy* 





a. 



o, a, 
a. a. 



tandis que, pour n = 5, il viendra le covariant 

qui, égalé à zéro, n'est autre chose que Téquation canonisante 
de la forme quintique (*). 



(*) On peut 8*ea rendre compte dans mon Mémoire (Liouville, 1855]. 
Mais le procédé de M. Cayley est bien plus rapide. 
Selon ce célèbre géomètre il suffit d'observer qu*on a identiquement: 



y^ , 

aX'\-hy ^bx+cy , cx+dy 
bx+cy , cx+dy , dx+ey 
cx-^dy , dx+ey , ex+fy 



y^ — y^x yx* — a^ 

a b e d 

b c d e 

c d e f 



10 

X y 

a? y 

a? y , 



où le premier déterminant du second membre n'est autre chose que le 
premier membre de Téquation canonisante. 
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Rkmarqub. S'il était démontré a priori que le catalecticant 









est un invariant, alors pour démontrer le théorème susdit, il 
suffirait d'observer que la fonction [6] est précisément le ca- 
talecticant d'un émanant , et que par conséquent il est un 
covariant de la forme. 

1S9. Théobeme. Soit 9 (x, y) un covariant de degré n— 2 
de la forme f (x,y); les coefficients de la transformée en z, 
qu'(m peut obtenir de Véquation f(x, 1) =0 en y posant 



[14] 



~"r.(«,i)' 



seront tous des invariants de f (x,y) (•). 
DéMONSTBATiON. CoDsidérons les deux équations homogènes 



/•(a;,î/) = 0, 



[15] 



dx 



— yv{x,y) = o. 



ou celles ci, qui leur sont équivalentes, 



[16] 



dy 

dx 



+ x^(x,y)=0, n 



- î/<p (a^.y) = . 



(*) Ce théorème a été donné pour la pi*emière fois par M. Hermitb dans 
un magnifique Mémoire sur Véquation du 5* degré (C. Rendus) 1865, 

{**) 11 suffit de multiplier la première par y et la seconde par x 
et d*additionner, pour 8*en convainci*e. 
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Si on les transforme par la substitution [2], elles deTiendiont 



[17] 



( ;,'|^ + X0(X,Y) = O 



Mais par les équations de substitution on obtient 



dX "~^ dtt "^^ dy 



dF àf . . df 



dm 



dy 



et alors les équations [17], en y remplaçant 0(X,T) par 
(pq[ — p'g')**9 (a?,y), deviendront 



[18] 






d'où, en multipliant la première par q , la seconde par ^ , 
et en retranchant, on déduit 

ou, en vertu des équations [2] , 

z''^-y(pq-p'qf''\{x,y)=0 ; 

si au contraire on multiplie la première par p, le seconde par p^, 
il vient 

z''^+x(pq:''P'qf''\(x,y)=0 . 

Par conséquent, d'après les équations [16], comme on aurait 
jî =;jr(|)g'— p'g)**~^, on voit bien que la fonction ;>; a la pro- 
priété de se reproduire à une puissance près du déterminant 
de la substitution. 
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Observons maintenant qu'en se rappelant oe que nous avons 
dit sur les résultants, Téquation en Zj en posant pour le 
moment cp (a^ , 1) = M^ , sera 

c'est-à-dire, en appelant A le discriminant rM f i^t) -• ^ 



où le terme en z manque, par une propriété connue de 
la somme ^ + ^ + -|j!3 4- 



Bemplaçons maintenant z par -— r ; cette équation 

{ net' «l'a y — 

deviendra ^^ ^^' 

♦* I / ^ ^ x2m— 2 A' ,n— 2 , , . , v2m— 3 B' ,n— 3 , 

Or les quantités A', F, ..., E' sont évidemment des fonctions 
entières des coefSicients a^^ a^ , a, , ... de la forme proposée; 
d'ailleurs, en vertu de la dernière équation, ils doivent se re- 
produire à un &cteur près si Ton transformait directement 
réquation en z ; par la substitution [2] ; donc ce seront des 
invariants. 

Notons que le théorème ci-dessus ne commence à être appli- 
cable qu'à partir du 5» degré; car pour n=4, n = 3 , il 
n'existe pas de covariant d'ordre 4 — 2 = 2, 3 — 2=1. 
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Nombre de ooTaiiaats fondamentaux 
d'nne forme donnée. 



iSS. D'après les théorèmes exposés aux N* 109-114 il est 
aisé de voir que tout covariant est déterminé dès qu^on en fixe 
Tordre et le degré, et que Ton trouve son premier coefficient 
d'après la première équation [10] N* 109. Par cette raison on 
appelle son premier coefficient la source du covariant, CSomme 
nous avons déjà observé pour les invariants, cette équation, 
oËL le poids est devenu p — 1 , laissera autant de coefficients 
indéterminés qu'il y a d'unités dans la différence entre le 
nombre des termes d'une fonction de degré r et de' poids p 
et une autre de degré r mais de poids p—li composée avec 

les coefflcients de la forme a^i a^ a, , a . Par conséquent en 

exprimant comme avant N* 88 par C (i>, r, n) le nombre de ma- 
nières de composer un nombre p avec des éléments 0, 1, 2,...n 
choisis r k r môme avec répétitions, le nombre des covariants 
indépendants ou asyzygétiques (*) de degré r dans les coeffi- 
cients est exprimé par la formule 

C (p, r, n) = C {p, r, n) — C (p— 1, r, n) 

où j? = — 2 — . Si Ton veut savoir combien il y en a de 
degré r pour tous les ordres m depuis m=0 jusqu'à m'=nry 
il faudra faire la somme de toutes les valeurs de C (p, r, n) 



(*) Cette dënomination introduite par SjWester signifie que les fon- 
ctions dont il s'agit ne sont liées entr*elles par aucune relation. 
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pour ces diverses valeurs de m . Cela posé, si Ton suppose 
d'abord nr pair, on aura pour C cette suite de valeurs : 

w = 0, C^y , r,n) — C^Ç — l,r,n^ , 

I ^^ \ i nr \ i dont la somme est 

«» = 2, c(f-l.r,n)-c(ï:-2,r,n),( ^^^^ 

7n = nr — 4, C(2, r, n) — C(l, r, n) , 

rn=:nr — 2, C(l, r, n), 

Pareillement, si nr est impair, on obtiendra pour cette somme 
C [ Z^ y^j'^i • ûonc ce nombre, pour toutes les valeurs 
de nr paires ou impaires, sera (*): 

[1] ■ c(f ,r,«) + c(î^,r,«), 

puisque Tune des deux parties s^évanouit selon que nr est 
impair ou pair. 

134. Exemples. Supposons n = 2 . Il faudra alors cher- 
cher C (r, r, 2) et comme C (r, r, 2) = C (r, 2, r) , on aura : 

c (r, 2, r) = ((0.-^ ^^"Cj^^^r^P^ = ((a.")» (i_,)a_^,) • 
Passons maintenant à n = 3 . On aura alors à calculer 

c(|...3)+c(?ri^...3). 

On aura d'abord 

ou bien, en changeant x en a?', . 

On peut réduire la recherche de ((o?^'^)) à celle de ((o?'^)), en 
observant qu'on a identiquement 



DV. CArLBT*Si9(?cond memoir on quantics -^PhiloBO^hical transactions.Y. 145 (1855). ^ 
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d'où 

En négligeant dans le nomérateur tous les tenues dont les 
exposants ne sont pas multiples de 3 on aura é?idemmeDt: 

Quant à l'autre partie du second membre, elle se réduira à 
mx')) .,_ ,>,,,_^ » . Donc les deux ensemble nous donnenmt 

cf-i^,r.3)=t.-, „_;+f_^ . 

On trouvera pareillement C ( Ç , r , s] = tx'i ^^^^jf.^ ) ; 
d'où l'on déduit pour n'importe quelle valeur de r, le 
nombre cherché L_^pL_^ . Mais en observant qu'on a 

<1 + a?) (1 + a?*) = z = — -5 , on trouvera que le nombre 

des covariants asyzygétiques de degré correspondants à la 
forme cubique est représenté par la formule: 



[2] «a?*^» 



l—sfi 



(l-a?)(l-a?)(l-aî^(l— «*) ' 
d'où il résulte qu'il y a par rapport aux fiicteurs 1 — a?, 1— a?*, 
1—0^, l—x\ quatre covariants irréductibles respectivement: 
le covariant de degré 1, ou la forme elle même (u) ; le co- 
variant de degré 2 et d'ordre 2 (C,) ; le covariant de 3* degré 
et d'ordre 3 (C3) ; le discriminant qui est de 4* degré A- Ces 
fonctions à cause du terme oc^ sont reliées entr'elles par une 
relation identique, ou syzygie, du degré 6 entre les covariants 
irréductibles. On trouve en eflFet (N" 136) : 

(C3)»-Au« + 4(C,)»=0. 

135. Pour n=4 la formule [1] se réduit simplement à 
^ (^r, r, 4j — i. (zr, 4, ») — na? j) ^^_^^ ^^_^^ ^^_^^ ^^_^j 



{l-a!)(l-a»)(l-a»)(l-a!«) '" " (1— «)(1— «»)a-«»:(l— «') 



En observant que 

1 l+w + x^ + x^ 



(l-a?)(l-a?')(l-fl?')(l-a?») (l-i»*)»(l-aî') (1-^) 
et en négligeant dans le numérateur les termes en œ ^oc^^ la 
première partie du second membre se réduit à 



(l-a^)«(l-a?*)(l-aî») "" '' (l-a?)*(l-aî*)(l-^) ' 
Par conséquent les deux parties ensemble donneront 

C (2r, r, 4) = «^^)) ^i^^^Il^^^,^;^^^ . 

Si ron réfléchit que l^x+x^\±^= ,, ^"f^ . = !!lf!!J"'1i 
il viendra encore 

Par conséquent les covariants delà forme biquadratique seront 
cinq : un de 1*' degré, qui sera la forme elle même (u) ; le second 
rinvariant I, de second degré, ou en d'autres termes, le cova- 
riant de degré 2 et d'ordre 0; le 3«« le covariant de second 
degré et d'ordre 4 (v) ; le 4"* l'invariant I3 de 3* degré ; le &>• 
le covariant de 3* degré et d'ordre 6 (<P). Tous les autres cova- 
riants de degré r, puisque on aura toujours d'après la formule 
ci dessus 

r = a + 2& + 2c + 3d + 3e , 

seront fonctions de ces 5 covariants. Seulement à cause du 
terme — a?* du numérateur qui diminue d'une unité le nombre 
des covariants irréductibles de degré 6, ces covariants seront 
liés entr'eux par une équation de 6* degré, à savoir (V. N° 137) 

I3 ti* — I, u^v 4- 4 1?^ = <P' . 

Bn poursuivant la même voie de calcul pour les formes d'ordre 
5, 6, etc., M. Cayley dans le Mémoire cité avait cru un instant 
que à partir de la forme quintique le nombre des covariants fon- 
damentaux était illimité, tandis qu'il est limité pour les formes 



cubique et biquadratique, comme noos venoDS de voir diaprés 
lui. Mais M. Oordan et Clebsch ont trouvé dernièrement par 
d'autres méthodes que ce nombre est au contraire fini. Exposer 
leurs recherches ici ce serait dépasser les limites du cadre res- 
treint de Touvrage; c'est pourquoi nous nous contenterons de 
donner ici la note des covariants pour les formes quintique et 
sextique, que M. Clebsch fixe à 23 pour la forme quintique, et à 
26 pour la forme sextique, à savoir 
Pour la forme quintique 

D^ORDRB DB DBQRÉ 

4 4, 8, 12, 18 ce sont les invariants fondamentaux; 

4 1 5, 7, 11, 13 ce sont les covariants linéaires; 

3 2 2, 6, 8 

3 3 3, 5, 9 

2 4 4, 6 

3 5 5, 3, 7 
2 6 2, 4 
17 5 
19 3 

Pour la forme sextique on a 

D*ORDRE DB DEGRÉ 



le premier est la forme même. 



6 
6 
5 
5 
3 
1 
1 




2 
4 
6 
8 
10 
12 



2, 4, 6, 10, 15 ce sont les invariants fondamentaux; 

3,5,7,8,10,12 

2, 4, 5, 7, 9 

le premier est la forme même. — 
Deux de même degré. 



1, 3, 4,. 6, 6 

2, 3, 5 
4 

3 



Ceux qui voudront approfondir la question, pourront con- 
sulter Touvrage de Clebsch, Théorie def binàren formen, et 
ses Mémoires insérés dans le Journal de Crelle. 
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8 IV. 



Applications. 



fiSB. La notion des covariants conduit à des résultats inté- 
ressants par rapport aux formes cubique et biquadratique. C'est 
ce que nous nous^proposons d'exposer maintenant. 

Soit la forme cubique réduite à la forme canonique 

le covariant quadratique se réduira alors à G^=lYnœy^ et le 
covariant cubique à C^=ilm(lœ^ — my'). 
Or il est aisé de trouver que 

Comme dans notre cas le discriminant A ou Tinvariant fonda- 
mental de la cubique se réduit à i*m', il viendra, en mul- 
tipliant par Pm}^ 

[Im (Ix^— my^)l^-^4i (lmxyy=z i*m' {la^-{' ^^y^)^^ 
ou C%+4C% = Z^*, 

relation trouvée par Cayley. En écrivant cette notation ainsi 

\ (C\- Au') = - C% , 
on voit que les fonctions 

|(C3+ul/Â) , |(c,-ul/Â) 

doivent être des cubes. Par conséquent, la racine cubique de 
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chacune de ces expressions doit 6tre une ftmotioii linéaire de 
Wj y. Il en sera de m6me de Texpression 

|/i(C.+ «t/Â)-|/i(C.-u|/Â); 

et comme elle se réduit à pour u = 0, il s'ensuit qu'éUe 
contiendra en facteur un des &cteurs de la forme cubiqiie, 
puisqu'elle devra s'évanouir avec cette forme. M. Gaylqr a 
trouvé qu'on a, en appelant a, p, t'i^ 3 racines, et p use 
racine cubique imaginaire de l'unité 

8 8 

j/|(C3-j-ul/Â}-|/i (C-tl l/Â)=|a{p-p*)(fl~T){a?-ay). 

iSV. Posons pour la forme biquadratique 

[1] t4=â?*+6Ta?*y'+y* ; 

le second membre représentant sa forme canonique. BappeloDS- 
nous (N'81) qu'on a I,=1+3t% I,=t(1— t«), A=(l— 9t*)'. 
Gela posé, on trouvera aisément que, à un coefficient numérique 
près, les covariants N* 1 , 2 des Tables, à savoir les covariants 
de 4* et de 6* ordre, deviennent respectivement 

[2J V = Ta:*+ (1 — 3t«) a?V + ry\ 

[3] 9 = l/Â 0^/(0?*—!/*). 

Cette dernière équation élevée au carré donne 

ou bien, en vertu des équations [1] et [2], et en posant x*y*=ty 

14] A^(u — 6t^ — 20(tt — 6t^ + 20 = <pV 

Mais par la formule [2] on a 

[5] v = fU+\/At, 

et alors le premier membre [4] se transforme ainsi 

l^^^^M ((/Â f 2t(1+3t)-2(1+3t)î?]["u(i/Â-2t(1~3t)+2(1-3t)d 
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et, en remarquant qne (1— 3t)(1 + 3t)=1/a, il viendra 

[6] (» — Tw)[w(l — t)— 2(;][u(l + T) + 2i;] = 9*. 

En développant et en ayant égard aux valeurs de I,, I„ on trouve 

[7] I3U»— IjU't? + 4o«= <p', 

relation remarquable donnée par Cayley, qui lie ensemble les 

invariants et covariants fondamentaux de la forme biquadra- 

tique (•). 

Remarque. En reduissant ces fonctions à leur premiers 
termes, ou, autrement, en comparant les termes en x^^^ et 
en posant A = ac — &* , B = a^d — Zabc -f- 2ô' , qui sont les 
sources des covariants t? et 9, on aura d'une façon très- 
aisée cette relation déjà signalée par Roberts 

B*==4A» — an^A + aMg. 

Formons de même THessien de 17, ou THessien de THessien, 
que nous appellerons Y; on aura 

6Ta?*+ (1 — 3t») y* 2 (1 — 3t*) an/ 

2 (1 - Sr^)xy 6ti/'+ (1 — 3t*) a?« 

= 6t(1- 3t«) (a;*+î^) + [36t* — 3 (1 — 3tV] ^V ; 
et après quelques transformations faciles (**) , 



h= 



(*) Notons en passant que rinvariant quadratique de 9 est tt ^ • 
Si Ton poàe u = 2u\ Tôquation [7] deyient 

• -[^■.-.^(jn=(i)'- 

Or en posant --7 = X , la quantité entre parenthèses est précisément le 

premier membre de l\'quation canonique [39], N« 65. 
(**) U suffira de partir de cette première transformation 

-V = 6T1*-18TH>+[l8t*(l-3T')— 3a-3Y*)']a?VS 
et d'avoir égard à Téquation [5]. 

Notons en passant que, siFon prend Tinvariant de Témanant [ ^'^+y'^- ) 
de 11 et o, on trouve successivement 

FaI dk Bsomo — Théorie dêt forme» binaires, U 



Jv = 9tT-T^u-3(l+3T*)i?, 

i«| T = 36I,u— 12I,t?. 

^r ec:séq:i«t I^essîeii de THessien estt une fonction li- 
c^iàlr^ de ÎA forme« de THessien et des deux invariants fon- 1 



20 
0:«erTx»5 maintenant qu'en posant — = x, on tire 

«r^:iitL"a J] k* — kl,-f-21, = ^; et par conséquent si 

fic<i$ app^I.vXis k% k**, k'' les 3 racines de Téquation canoni- 

sac;e .3?« N* 6di on aura 

,î-'-\?-'-)(?-'")=?. - 

H ^= .r-i»-.; («-ï»"») (o-^-») • 

Pui^ue ^^ est le carré d*nne fonction sextiqne, il s^nsuit 
que chacun des trois acteurs du second membre de la forme 
r--k» dois être un carré d*une fonction quadratique (*). En les 
ainpeiant ^t . ^t « ^a > U faudra que Ton ait 



I 



r — ^ k'M =•* 



1 ' 

(10) r— -k*|i=^%, ; d'où V=:29iq>,9a- 



/ 



t 



i 



Or W Mcond MOibra [Sf derteot d^abord (I-ôt»— 27T*)«y+4T»M, et 
•o obMmiat qti« l - 6t* — 17t» = ( l + 3 fT ( l — Ôf*), on sera amené 
faoilMMal aa rasaltal qM voici: 

Pùor k a«eoad «ambre [9]' oa trouva 

27W»t»~(27.12l«3-3Pt)«, 
d^oli Poa Toît cooma&t ces coYarianta dépendant tocgonrs des coyarianta 
fondamentaux. 

(•) On verra bieatét qu'il existe une foncUon linéaire de ^i, 9i, ^, 
laquelle est ua carré d'ua facteur linéaire de u. 
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Or, du moment qu'on sait qu'une fonction biquadratique est un 
carré, sa racine se trouve facilement par des procédés simples 
d'^algrëbre ; ainsi les seconds membres deviendront tout sim- 
plement des fonctions quadratiques. D-autre part, comme on 
déduit de ces équations 

le problème de la décomposition de la fonction biquadratique 
en deux fonctions quadratiques se trouverait résolu. Mais 
comme la réduction de v—-r\u à sa racine serait très-pénible, 
nous croyons plus utile d'attaquer directement la question. 

Supposons donc que la forme biquadratique soit décomposée 
en deux facteurs linéaires, de la manière suivante, 

(12] r=(aa^+2»xy-\-iy^) {^ai'+2Pxy + ry*) . 

En comparant les coefficients homologues, on aura 

a, = «a' , 
113] 2a,=op'-fa'p, 2a,=pr+Tf»', 

6a,= <rr+o'T4-4PP', at=yY . 

Introduisons une quantité auxiliaire X, de sorte que 
[14] aT'+a'T=2a,+ 2X , d'où pP'=o,— | ; 

et combinons les six équations ainsi 

a,a«= ot'.a'T, a,(a,-|)=ap'.a'p, ^«(a.— |)=pT'.f»'T, 
2a,4-2X=<rf'4-a'T , 2aj=o?'-f a'p, 2a,=PT'4-Tf' , 
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oa enfin 

19J V = 36 1,u — 121,0. 

Par conséquent THessien de THesdieD eut une finHJtkw H- 
néaire de la forme, de THessien et des deux invarianti kn- 

m 

damentaiix. 

iSS. Observons maintenant qu'en posant — =x, on tire 
de l'équation l*?) X* — Xli-f-2I,=^; et par oonsAqueot â 
nous appelions XS V\ W les 3 racines de réqoatlon canoni- 
sante (39, N* 65) on aura 

Puisque q>* est le carré d'une fonction seztiqtie, il s'ensdt 
que chacun des trois fiicteurs du second membre de la forme 
v—Xu doit être un carré d'une fonction quadratique (*). En ks 
appelant 9\ , 9% , 9% , il fondra que Ton ait 



i>-|vu=9%, 
[10] { t,-îv'u = 9%, 



2 

1 
2 



t?-U"'u=9%, 



d'où 9 = 29|9t9a- 



Or le second membre [8]' devient d*abord (1 — 6t' — 27Y*)«'y'+4T*u, et 
en observant que 1 — 6t'— ITf* = (l + 3f*) (l—Qf*), oa sera amené 
facilement au résultat que voici: 

Pour le second membre [9]' on trouve 

27 lal*,!* - (27 . 12 IS-3P,) t>, 
d^oii Ton voit comment ces covariants dépendent tocgours des covariants 
fondamentaux. 

{*) On verra bientôt qu*il existe une fonction linéaire de 9i, 91, qi|f 
laquelle est un carré d*UQ facteur linëaii'a de u. 



1 
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Or, du moment qu'on sait qu'une fonction biquadratique est un 
carré, sa racine se trouve facilement par des procédés simples 
d^ algèbre ; ainsi les seconds membres deviendront tout sim- 
plement des fonctions quadratiques. D'autre part, comme on 
déduit de ces équations 

« = X"— X"' \"— V" ^ * ~ ^*' ^^* *" ^*' ' 

le problème de la décomposition de la fonction biquadratique 
en deux fonctions quadratiques se trouverait résolu. Msiis 
comme la réduction de v—'rxu à sa racine serait très-pénible, 
nous croyons plus utile d'attaquer directement la question. 

Supposons donc que la forme biquadratique soit décomposée 
en deux facteurs linéaires, de la manière suivante, 

En comparant les coefSicients homologues, on aura 
a, = aa' , 

[13] 2a,= op'+o'f, 2ag=PT'+Tl«', 

6a,= aT'4-o'T-f4PP', a^=■xi . 

Introduisons une quantité auxiliaire X, de sorte que 
[14] oT'-|-a'T = 2a,+ 2X , d'où Pf»'=a,— I ; 

et combinons les six équations ainsi 

2a,4-2x=aT'+o'Y , 2o,=ci?'4-a'p, 2a,= Pt'+Tp'. 



Les quantités a^ , a'y ; off' , o^P ; ^ , if^ aoRUit les rsoines 
sucoessivement des équations 

I16J „«_2a,tt + a. («t-|) =0 , 

D^ailleurs on a identiquement 



[17] 





a. a* 




<f a 


= 


» r 


X 


r P 




T T' 




f T 



otf'+o'a pa'+ap Ta'+T'a 
oT+o'p pp'+p'P TP'+fP 
oT'+a'T f^r+TP' TT'+fT 

et par conséquent, comme le premier déterminant s'annulera, 
il viendra, en remplaçant les éléments par leurs Taleors et 
en divisant par 8 , 

2 

ce qui est précisément la canonisante [39] du N. 65. 

A Taide des équations [15] on peut arriver rapidement et élé- 
gamment à la décomposition cherchée. En effet, en posant 



[18] 



««—«:«» 



=0, 



[19] 
on a 



aT' = ie| 
a'T = u. 



a'p = Vt 



Pt'=u?i , 



aj= (aa^+ 2?a'xy + ToV) («'«^4- 2P'aa;i^f-T'oy') , 



ou 



(20) ao/'=3 (aoa?'+ v^ooy + u^y*) (aoX^+2v^œy + t^iV*) • 

De même, 
[21] 

[22] a4r=(U|a?'+2u?|a?y4-a4y*)(u^*+2u?,iry+Û4y') • 
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A Taide des relations [15] et [19], les valeurs de U|,Ut, etc., 
se détermineront ainsi qu'il suit: 



123] 



(•*) 



où X désignera Tune des racines de la canonisante (*) 
^\ = -|/l3+^(p-P*)A-j/l3-|(p--P*)A, 

[24] X"=p j/l, + i(p-p«)A--p«j/l3-l(P-p«)A, 

V"=-p«j/l3+^(p-p«)A + pj/l3-I(p-pt)A, 

dont les expressions se déduiront des formules N" 63, A étant 
le discriminant de la forme f, 

La forme f se trouvera ainsi par une méthode nouvelle décom- 
posée de trois manières différentes en deux facteurs quadrati- 
ques. En égalant chacun d'eux à zéro, on déterminera les 
racines de Téquation de quatrième degré. 



(*) Il est bien remarquable que toutes les équations cubiques resol- 
Tantes, auxquelles on est conduit par les diverses méthodes de résolution 
de l'équation biquadratiqué" données par Ferrari, Simpson, Euler, Des- 
cartes, Lagrange peuvent être ramenées par des transformations faciles 
à une seule équation cubique, la canonisante, qui ne dépend que des deux 
inTariants fondamentaux.(Voir une note de Ball, Quarterly Journal, t. 7.) 

l_Li/ 3 , 1 |/ 3 

(♦•; En observant que p = — ^^ , p' = -^ , p — p' =: y —3, 

on a ici partout r-(p — p') au lien de — =>/— 1 que fournirait la for- 

^ 3>/3 

mule (N. 03), avec Tàvantage de n'avoir qu^une seule imaginaire. 
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139. Revenons à Téquation [81. 

Puisque — = x', X", V", et que par TéquatioD [6] les racines 

du l*'^ membre égalé à zéro seraient y , -^ > J^ i il 

s'ensuit, en supposant que y ait été exprimé en fonction de 
I, , I3 , que les^ racines de la canonisante seront 

[25] x'=2t , X"=1_T , x'"= — (1+t). 
On peut confirmer ce résultat d'une autre façon; car en vertu 
des équations I,= l-f-3t* , 13= T — T*, on tire facilement 

4x^-11,+ 1,= 0. 

Il suit qu'en remplaçant I, , Ig par leurs valeurs , t sera 
une racine de l'équation 4^^* — ^Ii + l3 = 0, ou 

[261 4^'— l (l+3t» ) +T (1 — T*) = 0. 

Mais si t est déjà une racine, les deux autres résulteront par 

des opérations algébriques faciles, <,= J-î -, ^3 = -— i . 

D'ailleurs Téquation canonisante [9] coincide avec la [26], 
en posant x = 2< ; ce qui vérifie les valeurs [25]. 

Au moyen de ces valeurs et en suivant M. Cayley on peut faire 
voirquelasomme|-(X'-X") <P,+|-X"'-X')9,+2-(X"— X"')q)„ ou 



[27] 



1(X'_V') (y _1v"m) '+2 (^"'-^') ( «-|x"u) +|(^"-^"') ( » -|^'«)' 

est un carré parfait et que sa racine est un des facteurs de 
la biquadratique. En effet on a par les relations (24), (5), et (2) 

et en remplaçant X' — X", X" — X'", V — V" par leurs valeurs, 
l'expression ci-dessus deviendra 

\W) l/^(^W)+|(-l-3T)[/ÇI(«:--mi/î=^^ 
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D^ailleors Texpression [27] s'évanouit avec u ; donc sa racine 
carrée qui est linéaire sera bien une racine dé Téquation bi- 
quadr^tique, ce qui fournira une novelle méthode de résolution 
des équations de 4* deg^ré. 

ilO. La relation [7] N* 137 conduit, d'après M. Hermite (•), 
à une application intéressante aux fonctions elliptiques. En 
effet elle peut se mettre sous la forme 

|/MI)'-'.(;)+'-=7«/«- 

Posons y = 1 , et 

Selon le principe établi par lacobi (**) pour la transformation des 
intégrales elliptiques, on aura, en désigfnant par ^x une constante 
et par â? la variable indépendante, 

J dz I dx 

Mais comme on peut encore poser z=:z' ^ il s'ensuit qu'en 
appelant p, m' les constantes 4 -rr , l-t , on aura 

_ dx _ ^, I dzf 

Ainsi l'intégrale elliptique la plus générale est réduite à 
ne dépendre que d'une intégrale à un seul paramètre (p), et cela 
indépendamment de toute transformation linéaire puisque p est 
on inoariant absolu. 

141. Application à la recherche des co variants de la forme 
de 6« degré. 



nr — m 

2 
d ordre pair. Il est facile d'ailleurs de constater que le covariant 



D'après la formule ^ = — ^ — les covariants seront tous 



(*) Hrrmitb — Sur les fonctions homogânes. Crelle, Tome 52. 
(••) Iaoobi — Fundamenta nova. 



de 2* ordre et de 1" degré ne peut pas exister. Ainsi faut-O 
commencer par celui de 2* ordre et de 3' degré dans les coef- 
ficients. On pourra le déterminer aisément au moyen des , 
équations caractéristiques et on trouvera pour le covariani 
l'espressiOD suivante i 

(i2oa,au— dVs— 3(i,«j(ii+3aia,as + 2aua',a,— «ittaSt— 3a',a, + 2aA'l«' ] 

+(floaiao — aji\-~3aAi<ti+ 3a,at<h + 2a',as— fliOsas— Sa^a\ + 2«'atti)y* . 
Mrtis on pourra le trouver directement comme on verra tout 
& l'heure. Observons qu'en appliquant les formules 

d'/ dY ! à>f y 

dx' rfy' l,(to'rfy'J ' 

on obtient des covEriants de 8* ordre et de degri 2 dans 
les coefficients (T. N. 6} ; de 4* ordre et de degré 2 dans les coef- 
ficients (T. N. S). — m on prend l'éraaiuiit [af ^-ir^ ^V 
de la forme seztiqtie et ensoite l'inTBrfant cnUqoe de Ve- 
manant, on trouvera un ooTariant qui sen de 6* wdra et dé 
3* de^ré duis les ooefflcients (T. N. 3). 

Soit maintenant 

Co(r*-|-4C,ic'y + 6C^V+4C,a?y'-|- C,y*= (C, a:, v)* 
le covariant sus-indiqué de 4' ordre (T. N. 2). 

Prenons l'interrantant 



dy dx I 



de 



(a,x,y)* 



on aura un covariant de 2* ordre et de 3* degré dans les 
coefficients qui sera le N. 1 des Tables. 

Le covariant de 6» ordre et de 3» degré peut Être formé par 
le déterminant 



DxD„ 






D.Dy 



(o. 6, c, ...ia:;y)' 
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ou par révectant 



où I4 serait le catalecticant ; ce qui donne sous forme abrégée 
le covariant N. 3 = 



(h «i (h 




Oo «I ^3 


/ 


00 0s ^4 




00 08 0J 


ai Ot Os 


+ Wîf 


01 ^i 04 


+ a?*y« 


0| 0» 05 


+ 


01 04 03 


Ot th a^ 




(h (h (h 


\ 


0S 03 06 




0t 05 04 



+ 2â?y {4 



0| 0| 03 




00 0t 04 




01 03 01 




04 01 03 


0| 03 04 


+ 


01 03 05 


+ 


0| 04 03 


+ 


03 08 04 


03 04 0$ 




0t 04 06 




03 05 04 




04 03 05 



+ av 



06 0s 0t 




06 03 04 




01 03 04 




03 03 04 


05 04 01 


+ 


05 0t 03 


+ 2a?i^ 


0] 04 05 


+ y« 


03 04 05 


04 03 00 




04 0| 0S 




0]} 05 06 




04 05 06 



Appelions en général C le covariant d'ordre m et de degré 



m-l 



r, et posons C^ ^= A^ a?'*+ B^ œ*^ y+.. .+ B'^ œy"^ + A' 



m 



''y 



A^) r.'(y) 



désignons par C^*' C^*^ les dérivées par rapport à x,y an 
du covariant C . Par ce qui précède nous aurions appris à 
former les covariants Cg,,; C4,, ; C^,,; C,,3; 

En prenant THessien du covariant N° 2, C4,, on obtient un 
covariant de 4* ordre et de 4* degré. Si nous formons Tinter- 
mutant par le moyen de C4,, et nous l'appliquons au covariant 
Ce,8 nous formerons un covariant de 2* ordre et de 5« degré 
dans les coefficients, à savoir C,,,. Une opération semblable de 
€4,4 sur Cj,3 nous fournira d,,,. 

Maintenant, à Taide des Jacobiens suivants, nous aurons 
successivement 



4)9 


4)1 


8)9 


8)9 


6M 


6)1 


9)3 


9)3 


918 


9)3 


4)4 


4)4 


9 5 


C-ty) 

975 


9)7 


9)7 


9)5 


C'(y) 

9^6 


6)1 


C-Cy) 

6)1 



=c 



0)4 9 



= C 



6)4 J 



=c 



4)7 ï 



^9)19 ) 



c 

i 

c 

C 

I 

c 

I 

c 
c 
c 

I 

c 



4'9 

'(X) 
6)8 

'(«) 
6)1 

'{X) 
4)9 

'(«) 
9)8 

ta:) 

9)5 

f{x) 

9)5 

4)4 
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C 

c 



C 

c 

I 

c 
c 

I 

c 
c 



'(y) 

499 

'(y) 

6)8 

W 
691 

'(y) 

499 

'(y) 

9)8 

•(y) 

995 

'(y) 

995 
4)4 



= C, 



•95 9 



— Cg, 



8 9 



=c 



998 9 



=c 



49» 9 



691 


6^1 


899 


8it 


9)8 


998 


499 


499 


9)8 


9)8 


997 


9)7 


4)4 


414 


6)8 


698 



=c 



19)8 



= 



4)5 



^9)10 



=c 



C) 



6)6 



= C 



6)6 



On aura ainsi formé a Taide simplement des théorèmes ex- 
posés jusqu'ici dûs a Cayley et Sylvester, les 21 covariants 
fondamentaux annoncés par Clebsch (N'' 135), à savoir 

^9)3) ^9-5) ^9)7 î ^9)8) ^^9)10 9 ^9)19) 

P • P • P • P • P 
^^4)9 ) ^AUt ^4)5) ^4)7) ^4)9) 

p . p . p . p . p 

^6)1) ^6)3) ^6^4) ^676) ^6)6) 

C. p • P • P • P 

8)4) ^8)3) ^8)5 7 ^10)4) ^19>3) 

auxquels il est arrivé par d'autres méthodes. 



(*) On pourrait trouver Cq,6 en formaot des intermutants par les oo- 
▼ariants 0^,3 , €4,9 , C^,3 , pour les appliquer respectivement à €^,3 , 
^loa ) ^i9'j • Nous réservons à d'études ultôrieures d'examiner lesquels 
parmi eux sont essentiellement distincts. Mais il faut remarquer en at- 
tendant qu'il y a deux covariants foudamentaux Cq,^ entièrement di- 
stincts et indépendants de toute relation linéaire. — On verra plus loin 
la comparaison de ces expressions avec celles symboliques de Oordan. 



CHAPITRE SEPTIEME. 



ÉTUDES DIVERSES SUR LES COVARIANTS. 



8 1. 

Des Govariants associés {*). 

il*. On doit à M. Hermite la découverte d'une source 
féconde de relations parmi les covariants. C'est la théorie des 
00 variants associés, dont nous allons nous occuper. 

THBORBBfE. Soient 9 (x,y) , i|i (x,y) deuœ covariants de la 
forme binaire 

[1] f=Kûi aj^^yf^ 

respectivement d^ordre m , s . Si dans le covariant 9 (x,y) 
on pose^ au lieu de x , y , 

[2] «,. = ^X-i^Y , ,. = ,X + i^Y, 

et si Von développe par la série de Taylor Veœpression 

[3] <p(a:.,l/.) = 9(<rX-i^Y , vX + 1^y), 

onobtiendraune fonction homogène en X,Y de degré m, dont 
les coefficients seront torisdes covariants de la forme f {•*)- 



(♦) Voir Hbrmitb, Second Mémoire sur les fonctions homogènes à 
deux indéterminées ; Journal de Crelle, t. 52. — Brioschi^ Monografia 
de* eovarianti^ Annali di matematica^ tomo 2. 

(**) Le premier et le dernier coefficient sont évidemment des cova- 

riaDta; car le premier est le même covariant 9; le dernier est — fois 
rintermotant ^ (~ j~ >T" ) V, que nous savons éti*e un covariant. 



[4] 



={n'—p'i)- 



DéifONSTUTioN. Supposons qu'on ait transformé ia forme 
■f dans F par la subâtitutioa 

^p-X' + g-ï', I 

On aan, puisque v et hi sont deux covarîaats. 
[5] ♦(A«,A,,A,,...A^,X'.r)^b''<p(flo,a,,a,...a„,ar,VÏ, 
[6] V(A,,A,,A„...A„,X',Y't = î,''v(a,,a„a,...a^,a!,ïf) 

Or on dédojt de la seconde et des équations [4] 



forme 

I 



m 

[8] 






■zh-,[i 



rfX' 



-# 



dï'/ 



1 /„ i» «VX 



Ba vertu de ces équations et de la siiljstitution [4], et en 
posant 



= X'X- 



1 dV , 



,„v-idY' 



m 

riO] Y.^Y'X + ^v^-jfY, 

les équations [2] deviendront 

[11] ir, = pX. + 3Y, , v. = p'X. + «'Y, . 

Ainsi, en transformant la fonction (p [3] & l'aide de la sub* 

stitution [4], ce qu'on fait par les équations [7] et [8], on 

obtient le même résultat que si l'on avait posé dans q> [3] 

les nouvelles variables Xi , y y égales aux valeurs susdites. 

Par conséquent on anra 

9(^,.yi)='<p(pX. + «Yi .p'X. + a'Y,), 
et comme 9 est un covariant, il viendra 
[12] b''q)(ao,a„a,...a^,a?,,i/,) = «p(A„A„A,...A,,ïi,Y,). 



Si dans cette équation on substitue à â?„yi,X|,T| leurs valeurs 
en fonction de X,T, on devra tomber sur une identité. Par 
conséquent les coefficients des mêmes puissances de X,T, telles 
que, par exemple, X""^ Y*^ devront être égaux. Or le dévelop- 
pement selon la série de Tatlor nous donne 

•• ^J ^ \dx dp dy dx] ~Ux' rfY' dY' dX' j ' 

équation qui par sa forme nous démontre que les coefficients 
de [12] sont bien des covariants. 
Si le covariant 9 est la formQ même f, et si nous posons 

[13] /•(a?X-i^Y,yX+ j -^Y)=(V.,V.,V....Yn)(X,Y)'; 

les coefficients %, V,, v„ ..., V^ des diverses puissances de X, Y 
seront encore des covariants, et on les appellera alors covariants 
assocfés à la forme f . 

14& THéoRBMB. Le produit d'un covariant <p quelconque 
de la forme fpar une puissance entière de V est wxe fonction 
homogène des covariants associés au covariant ^ . 

DÉMONSTRATION. Soit cu effet 



[14] <p {00, y) = (Co , c, , c, ... cj(x,yr 

un covariant de la forme f . Supposons qu'on ait 

[15] riPX + gY ,i>'X + g'Y) = (Ao , A, , A, ... A^ÏX,Yr . 

Par la définition même du covariant on aura 

[16] b>*9(l>X + (|rY,i?'X + g'Y) = (Co,C,,C,...C ïX,Yr, 



en désig'nant par Cq, C., ..., C les coefficients de <p formés 
avec les A^,A„...,A , comme les cofficients Co,c„,c,...,c 
du covariant <p sont formés avec les Aq, a„a„ ..., a^ de la 

forme/; ji étant =2(nr — w), comme on sait. 
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Maintenant, si dans les équations [15] ^ [16] nous supposons 

[17] 

les coefficients Â^, Ai, deviendront évidemment des cova- 

riauts associés Mi^ , v|ii , ifi,, •• •) M^^ déterminés par la relation (13] 
et puisque 

en vertu de Téquation [16], nous aurons 

[18] V%(a;X-i^Y,yX4-7^Y)=(C„C.,C....C^ïXjC 

équation dans laquelle les coefficients Co,C, ..., sont formés 
avec les covariants Voi Vi, ..., v^ comme les c^, c„ ..., c sont 
formés par les coefficients Oq, ai, ..., et par conséquent ce sont 
des fonctions homogènes des covariants associés Vq, Vj,, v, ... . 
Mais cette dernière équation nous donne par rapport au coef- 
ficient de X*** 

[19] V%(a^,2/)=Co . 

Par conséquent le produit du covariant 9 par une puissance 
entière \i du covariant \\f est une fonction homogène des 
covariants associés au covariant Y, ce qu'il s'agissait de 
démontrer. 

En général pour déterminer les coefficients C on opérera 
comme il suit. On développera la fonction 

SOUS la forme 

Y. X"+ Y. X"-' -\- "-^ V. X"-«T' +...+¥„ Y„ . 
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Puis en supposant qu'on ait (p = (a^ a^^a^„,a^\œ^y)^ , ^^ 
aura 

144. Lorsqu'on prend pour le covariant mi la forme (donnée 

elle-même que nous appellerons pour abréger u, on a ura, en 

posant Vo=Uo, m»,= U4, ..., M»»=tin, au lieu de la [13] l'é- 
quation 

[30] u(a?X-10Y, î/X+Jg Y) = (Uo,u,,...,Un)(X,Y)? 

« 

Notons que dans ce cas parmi les covariants associés u^, Ui, • -lU^ 
à la forme u, il y en a un qui se réduit à zéro. C'est le co- 
variant U|, coefficient du second terme. En effet, alors la for- 
mule [12^] donnerait f-j^ ^- — 'J~ 'T') ^^^' ^^ ^^ covariant 
9 dans l'équation [19] se réduit à un invariant, alors, puisque 
ii se réduit à -x-, on aura 



nr 



[21] b«I(ao,a, ,a,, ...,a») = I(Ao, Aj, ..., An) , 

et en supposant que p, g, p\ q' aient toujours les valeurs [17], 
hypothèse par laquelle les Ao, A^, ..., An deviennent Vq, v,,..., 
on aura, au lieu de l'équation [21], celle-ci : 

nr 
[22] V* I K» «17 ««. —1 an) =1 (Vo, V„ ..., Vn) , 

OÙ Vo»'''i» --iV» sont déterminés par l'équation [13]. 
Exemple. Soit la forme cubique 

u = (a,&,(?,rfïa?,y)»; 

le covariant N® 1 des tables ou l'Hessien, que nous appellerons 
v^ sera 

v= Vac — &*, 2 (ad — &c), M — c* | (a?, y)* , 

et le discriminant, que nous appellerons A, sera 
A = (ad — &(?)»— 4 (ac — &*) (&d — c») . 



Or 81 nous prenons pour tp l'Hessien v, et si nous posons 
e^=^€LC — 6', c, = 2(ad — 6ci, Cï=(M— c'}, on aura 

Usis Cg, Cl, C,, Cj sont formés avec les covariants vti Vi--> ' 
sotuellement Ug, u,, ..., comme <?,, c„ c„ c^ sont formés avec 
les coeffloientB de la forme. Donc on aura 

= M,, M,— 0, il viendra 
eo Vertu de l'èjuatioii [18], 

«•(c.,c„.,Ja:X-'-^V,ïX+igï)=(„„,4„„.,-„-,nj): 

Or cette même équation noua donne M*i> = c,r=MU,, d"où 
Mt^=v.v, et de la dernière on déduit 

\ . I du dv du dv\ 

' è \dx dy dy dxj \ 

de Sorte que, si nous posons <p =;^ [ -r- ^ -r- ^-j 0,11 viendra 

Partantle second membre suEtditdeTÎendra «• (rX'+<pXT — v*V) 
et réquatioQ [22] se transformera en celle-ci: 
[ai] , tt»i = <p*— 4»*, (") 



I*j (p est UD cOTariant d« 3' ordre et de 3" degré de U coblqne, «a 
■e rappellaQt le tbéoi'Anie du N* 130. 
(■•) Puiiqu'iei r=4, l'ûqaation [38], eîk BDppoatnt v=h, deTjgndn 

W* A = A (Wg , Wi , Wt , «t]- 

Maia Uf-=u, Ui~=.(i. Donc 

f23] «•A = (««J»— 4it».»„ ' 

d'aprâa lea valenra de U|, U| itmplement 

M*A = «'('P'— 4"*). ou «'A=.v*— *»». 
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relatioD, qui montre comment les invariants et covariants 
fondamentaux de la cubique sont liés ensemble, et que nous 
avons déjà donnée N. 136. 

tt 45. Il existe, entre les covariants associés au co variant q> 
d^ordre m et les covariants Uq, U|, ..., Un associés à la forme u, 
une relation utile, qui permet encore d'exprimer un des premiers 
en fonction des autres. I 

Posons à cet effet, dans Téquation [18], i 

I 

— l^—ji -^=* 

s dff ^ ' 1 dx ' 

D'après la série de Taylor, on aura 

u{AY+a?X, ftY4-yX)=u(ft,ft)Y*+(fl;^+yg) Y"-*X-j-...; 

par conséquent le covariant associé à i|i, sera 

t25] '^'•= i,(»-lK..(r-H) (^^ + yS)'""'^- 

Mais des équations 



J_ Id^du 
^ ns \dx dy 

on deduti 



d^ du\ 1 I d^ , d^\ 



Partant, si dans la relation [18] on pose (p = u, X=ip„ 
Y=v, il viendra 

[26]' u'u (/(, ft) = (Uo, u„ ..., Wn) (v„ vr . 

Mais puisque des équations [26] on tire u^-^^œ, Uj- = y^ 
il s'ensuit qu'en différentiant l'équation [26]' par rapport à m», 
et en appelant pour abréger F(M't,H') le second membre, on aura 



•1. n-'iï du . du\ ef*F ^ n-«/ du . du\ . 



d^ n-l 
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d'où, en ayant égard à la valear de v^ , on déduit 

[27] n(n — l)...(r+l)w''v^=(Uo,w,, ...,wJiVi,vf. 

Ainsi tout co variant ^r associé à v peut être censé fonctioD 
de Uo, Ut, ...,Un, Vi et v- 

146. On peut obtenir facilement, d'après M. Hermite, les 
expressions des premiers covariants associés à la forme donnée, 
que nous appellerons u. En posant u=/'(â?,y)=^a,&,c,d,...ïa?,y)» 
il viendra 

(a,&,c,d,...ïa?X-^^ Y, 2/X+^ g Y)=(Uo,Up...,UnïX,Yr. 

Supposons d'abord î/ = ; alors les expressions œX — T" ^' 
l/X + ^ ^ Y se réduisent à œX—bœ^-^Y, ax^^Y: et il viendra 

[28] f{œX—l)x''^^Y, aa;~-iY) = (Uo,u„...,WnjfX,Y), 

en supposant aussi Uq, u,, ...^Un réduits à leurs premiers termes- 

Observons maintenant que le développement [28], en posaat 

Y 

h = -^y est équivalent à celui de a^X^f(l — hœ'^-^k, aœ^-^h) ; 

d'où il résulte évidemment que le premier terme de u» qui mul^ 
tiplie X*»-»Y» contiendra a?'*.a?('*-^)»=;r(*>i)'»-^» en facteur. L^ 
partie indépendante de œ dans ce premier terme sera le coef- 
ficient de ft* dans l'expression f(l — bh^ ak)^ ce qui prouve 
d'abord qu'elle sera divisible par a. Pour la déterminer facile- 
ment observons que si l'on pose symboliquement f=(ax-\-f^y)**^ 
on aura f (l — bk,ak) ^=(a-\-( — ab -\- a?) h)** ^ et par consé- 
quent l'expression cherchée sera 

a^-i (— a&-f ap)» = (ao, a„ a,, ...,aiï— a^ao)*. (*) 
Ainsi en posant(ao,ai, a,. ..,,«* î— a^ao)* =6i{ — &, a), il viendra 

[29] ui = e.- (— &, a) .'c'*'^ ''".~ *• J- .... 



(*) Nous employons pour un moment les lettres avec indices pour faire 
mieux saisir la loi de formation. 
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et dès lors, en partant des formules N. 110, on pourra trouver 

les autres termes de tu . Notons d'abord que la valeur 

1 * 

ie -01 (— byà) est = ; il suffit d'ailleurs de se rappeler que 

nous avons montré tout & l'heure (N* 144) queU|=0. Cela 

posé, on trouvera 

Je,(— &,a) = — &*+ac = -(a,&,cj[— &,a)», 
^ 83 (— &, a) = 2&' — 3a&(? + a*d = ^ (a, &, c, rff— &, a)\ 
^ 84 (— &, a) = — 3ô*+ 6acb*— ébda^ + ea' = etc. , 
- 85 (— &, a) = 4ô*— lOacV-j- 10&»rfa*— 5&ea»+ra*, etc. 
I Voyons d'abord u, . On a u,= a {ac — &•) a?**"*" ^^**'"^^+ • • • 

dx^ dxyd 

JlL. élL 

, dxdy dy^ 

«st précisément de la forme (ac — ô*)a? ^ '4"--7 o^^ ^^^ con- 
clut aisément en appelant h l'Hessien de la forme, que u,= uh. 
Pareillement, comme on a 

U3=a(2&»— 3a&c + a»rf)a?'*^^~~*^+ , 

. etque (2&*— 3a&c+/z*rf) serait le premier terme du covariant 

1 / dh du dh du, \ 

w(« — 2) \dx dy '~ dy "dx j ' 

qui est de degré 2n — 4 — 1+n — l=3n — 6, il s'ensuit 
qu'on aura u^ = uk . 
Quant à u^ observons que l'on aurait 

u, = a (— 3b* 4- 6acb* - Abda* + ea^) x""^^^"^^^ 
et puisque 4 (n — 2) = 2 X 2 (n — 2) , on voit que ce covariant 



Or, en se rappelant que l'Hessien —-. tt 

n [n — 1) 
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peut être fourni soit par le carré de THessien h, soit par 
rinvariant quadratique de Témanant 

d ^ , d 



«(» — 1)(» — 2)(» — 3) \ dx 



^+i-Y)>=''' 



Or le premier coefficient du carré de THessien est (ac — &*)', 
et celui de l'invariant quadratique est (ae — 4& + 3c*)a', et 
l'on voit que (ae — 4M + 3c*) a* — 3 (oc— &*)*= - 64 (- &, a). 
Donc, puisque les covariants découlent de leurs premiers termes, 
une fois l'ordre et le degré donnés, il s'ensuit que Ton aura 

U4 = u(ttW — 3/i«). 

De la môme façon on trouvera u^=u (2hh — u*k') , en posant 

^,_ 1 f dh' df dK df \ 
4»(»— 3) \dm dy dy dx ] ' 

147. D'après les valeurs susdites, on trouvera que, en posant 
il viendra 

où A est le discriminant de /*=(ad— &c)*— 4(ac — &*) (ôcî— c*)- 
Par conséquent, d'après le théorème N. 143, un covariant 6 
quelconque de la forme cubique f pourra être exprimé par 
l'une des deux formes 

[30] e=^-^'^*^, e=?:i/-*^, 

où les lettres P et Q désignent des fonctions rationnelles et 
entières des diverses quantités auxquelles elles sont appliquées, 
et les lettres |li et v des exposants entiers. De là on conclut 
que 8 est exprimable par une. fonction entière de /", /i, ft,A. 
Pour le démontrer, nous partirons de cette relation trouvée 
par Cayley : 

[31] Af*--4h^=h'', 



qui permet de rabaisser toutes les puissances de A à la pre- 
mière et de mettre ainsi les numérateurs [30] sous la forme 

P (/; h, h) = Po(/-, h, A) + /ip, (/•, h. A), 

^•»Pn Qoï Qi désignant des fonctions entières en /", h et A. 
Égalant les deux expressions de 6 il viendra 

Cette équation nous montre, puisque k est quelconque, qu'on 
aura séparément 

[32] 7rPo(A^A)=:^Qo(A^^), 

[33] -Lp.(/;/i,a)=-1q.(/;î/,a). 

S'il en était autrement, on aurait, outre la relation [31], une 
relation de premier degré en k entre f^h^k\ ce qui permet- 
tait, en éliminant k entre les deux relations, d'avoir entre f 
rtft une relation indépendante de x et y, ce qui est impossible, 
n safflt pour s'en convaincre d'observer que, dans le cas de 
la forme canonique ^= c(^-\-y^ ^ on a /i = — 2xy. Cela étant, 
les égalités [32] [33] démontrent que Po et P, , Qo et A^ 
sont divisibles respectivement par f^ et iC. Alors on conclut 
enfin que tout covariant 9 d'une forme cubique es tune fonction 
entière des invariants et covariants fondamentaux f, h, k, A. 

iJne analyse toute semblable conduit M. Hermite à une con- 
closion semblable pour les formes biquadratiques. 

14IS. Soit: 

[34] f=(a,D,c,d,elx,yY 

la forme donnée. En posant THessien ou le covariant N° 1 
des tables =:/i, le covariant de 6* ordre (N° 2 des tables) =ft. 



et I, , I, étant toujours les invariants fondamentan», on aon 
pour covariants associés de t 

[351 A=o, n=-fh, r,=rk, n=ri^^r^w). 

Quant aux covariants associés à THessieD A, ils seront foornis, 
quoique après un calcul un peu long, par réquatiom soiTaote 



[36] 



(a,b,c,d,eïa?X-l^Y, yX+l.gY)*= 



Il s'ensuit, par le théorème N* 132, que tout covariant e de la 
forme biquadratique f est susceptible de deux expressions : 



[37] 



e 






P_ QCA»,*.i«.i») 



où P et Q désignent des fonctions rationelles et entières de 
/, A, A, I,, I,; (t, V des nombres entiers. 
Observons maintenant qu'à Taide de la relation [7] N* 137 



[38] 



4ft»-i,4r-i-i,r=ftv 



on peut réduire les puissances de ft à la première dans les 
numérateurs des expressions 6. On pourra donc poser 

P (/•, h, ft, I,) = Po(/; A, I. , i.) + ftp, (A ft, i„ I3), 

Q(/-,ft,ft,i„i3)=Q,(/;ft,i„i,) + ftQ.(Aft,i„i,K 

et alors, en égalant les deux expressions de G, il viendra 



1 



■Po(/','»J.Js) 



f ^ 



^.(Aft,!,,!,) 



Il s'ensuit, en raisonnant comme plus haut pour les formes 
cubiques, que , 

J-P„(Aft,l„I,)=i-Q,(Aft,I„I,). 
/►* V 

l-P.(/',ft,l„I,)=^Q.(Aft,I„I,) . 
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De là il résulte, puisque f et h sont indépendants, que Pq et P, , 
Qo et Qj sont divisibles par /"**, ^^, respectivement ; et qu'ainsi : 
tout covariant d'une forme ^quadratique est une fonction 
rationelle et entière de ses invariants et covariants fonda- 
mentaux^ f, h, k, I,, I3 et qui peut être réduite au pre- 
mier degré par rapport à k. 

On retrouve ainsi par cette profonde analyse due à M. Her- 
mite les mêmes résultats que M. Cayley avait déjà prévus et 
démontrés par sa formule [2] No 134. 



«2. 



Loi da réoivrocUé. 



14I9. THioRàMB. A tout copariant (Vune fùrme de degré 
et de degré r dans les cœfflcients, correspond un covark 
de degré n par rapport auœ coefficients d'une forme 
degré r (•). 

DÉMONSTRATION. Soit d'abord 



[1] nœ,y) = ax-{-nbx y+î-^Iiica? y*+... , 

ou, en mettant en évidence les racines, 

[2] r(oo,y) = a(œ'\'a,y) (a7+a,y) (a?+a^y) , 

[3] ou, f(x,y) = a norme (a?+otI/), 

la forme de degré n ; et 9 (a, &, c, , a?, y) le covariant de 

degré r dans les coefficients. 
Posons 

[4] F=:a'' norme (X + aY+a*Z + ..- + a''T) , 

a désignant une quelconque des racinesa^^a,,... de la préposée. 
D'après les théorèmes connus sur les fonctions symétriques, 



(*) Tout ce qui suit sur cette loi, sauf les explications nécessaires, est 
tiré du magnifique mémoire de M' Hkrmitb Sur la théorie^ les fonctions 
homogènes à deux indéterminées inséré dans le Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal, 1854. • 
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les coefficients de F seront des fonctions entières de degré r 
des coefficients de la forme /; puisque les racines n'y figurent 
qa^au degré r . A l'aide de cette simple remarque, on peut établir 
que toute fonction entière et de degré r des coefficients 
de f s^eœprimera linéairement par ceux de la forme F. 
En effet, cette fonction pourra se décomposer en une somme 
linéaire de fonctions symétriques d'ordre r au plus. Or toutes 
les fonctions symétriques possibles des racines a jusqu'à 
l'ordre r sont comprises dans la norme de F et en consti- 
tuent les coefficients. Par conséquent, par simple substitution, 
cette fonction pourra s'exprimer linéairement par les coeffi- 
cients de F . 

D'ailleurs il n'y a qu'une seule manière d'exprimer les pre- 
miers coefficients par les seconds, c'est à dire qu'une fonction 
de degré r des coefficients de f n'est susceptible que d'une 
seule expression linéaire par ceux de F . 

En effet, les coefficients de F ne sauraient être liés par 
aucune relation linéaire dont les coefficients seraient numé- 
riques, c'est-à-dire indépendants des coefficients. S'il en était 
autrement, c'est-à-dire, s'il existait deux expressions linéaires 
des coefficients de la forme F pour représenter la même 
fonction de degré r des coefficients de f, il s'ensuivrait 
qu'une fonction symétrique serait fonction d'un certain nombre 
d'autres, et par conséquent les coefficients de f ne seraient 
pas absolument quelconques. 

Maintenant supposons qu'on ait mis la fonction binaire f 
sous la forme symbolique 

[5] f=(x^Q + yyof, 

en posant a = {x^) , b — ix^" y^ , c = (a?o y*o)*'" • 

Alors on pourrait aussi écrire 

[6] q> (a?,y) = 9 [(a?o**) ' {x^'^y^ ' (a?o**"*î/%)r-M ^^vj- 



Faisons de même pour la fonotion F, paiaqa^élle est de 
degré n, par rapport aux variables X.T^Z, ...,T, et poMU 



[7] F = (XXo+TT.+ + TT,r. 

en convenant toutefois d'écrire 

(Xo*)!"*, (X.'*-*yJx*^T , 

au lien de 

les quantités entre parenthèses désignant les ooeflSoients. 
Cherchons maintenant la transformée de F par la subetitatioD 

Alor^ a se change en 

et par conséquent Texpression 

X + aY + a«Z4- +a''T, 

en multipliant tout par (p-^p'af et en observant que le 
nouveau a^ deviendra a" norme (p-\-p'af (ce qui détruit 
le dénominateur en (p -^p'a^ {p -f- p'a,)*"...) , devient 

[10] =x/+Y/"'gr + Zp''-'^« + 

+«'r-^/> 

Alors, par ces valeurs des nouveaux coeflBcients de a, le poly- 
nôme symbolique 
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deviendra à son tour, en multipliant ces coefficients succes- 
sivement par Xo , X, , Xj, , 

X [Xo/+ rp''-VYo+ r (r-l)/"VZo + ] 

[11] 4.Y[xy (2r4.ye(/"V+(r-l)p''"Vg) + ] 

+z[Xo/-V+ ] + , 

ou bien, en posant 

X'o = Xo/ + rp''~VYo+r(r-l)/-VZo 

[12] T'o = XoP'"'(Z + Yo (/~'^'+ (r-1)/-^ V^) + 

Z', = XoP''~V+ 

il se transformera encore en XX'^+YY'o+ZZ'o-f 

Or, en observant que, par définition, <p est un covariant, et 
que, par les remarques faites d'abord, les coefficients du cova- 
riant sont des fonctions linéaires de 

symboles par lesquels sont représentés les coefficients de F, 
on aura 

[13] q)[{X'or, (X'.'-^Y'o), (X'o"-'y'%), ,a/,r] 

= b^q> [(Xo)** , (Xo**~^Yo), ,a?,î/] . 

Mais X'o, Y'o, Z'o, ... (voir équation [11]) sont liés à Xg, Y^, Zq, ... 
comme s'ils étaient tirés réellement de la fonction 

[14] x.x' ^rY,x"''\ + '^^Z,x"'%'+...., 

lorsque, par la substitution susdite [7], elle se change dans la 
transformée 

[15] x\af"+rTy'y'+^^^ Z^o/^'V* i 



Par conséquent, puisque le second membre de Téquation [13] 
peut être censé une fonction des ooefflcimts X^iTi, etc. de Is 
forme [14] de degré r , et le premier membre de cette même 
équation une fonction de ceux de la transfiirmée [15] de o^ 
même forme, Téquation [13] nous prouve que la fbnotion f sert 
un covariant de la forme [14], dont les ooeffldents seront de 
degré n , en considérant les quantités (X«*^, (Xt*^ Yg), ..., 
non plus comme symboliques, mais comme réellee. 

Par cette singulière métamorphose, que nous devons au génie 
et à la pénétration d'un des plus grands géomètres modernes, 
M. Hbbiotb, il ressort que, à chaque covariant de degré r 
d'une forme de degré n , on peut faire correspondre nn cova- 
riant de degré n d'une forme de degré r . Ce covariant 
serait dans notre cas la fonction [13], et la forme la fonction [14], 
et il se déduit par un singulier artifice de la forme primitive 
9 (a, &, c, ..., Xj y) du covariant. La forme F ne sert que de 
fonction auxiliaire pour opérer ce passage. 

l&O. Exemple. Formattan de Vtnvartant guadratiqu» 
d'une forme quelconque. 

Soit 

• 

[16] f= ax*-{-2l>xy -f cy* = a (a?+a!/){^+«V) 

une forme quadratique donnée. L'expression générale des inva- 
riants de cette forme est la fonction de degré 2|i (V. N'96) 

[17] A = (2;«— ac)^=a*^*(a— a')*** . 

Donc, d'après le théorème démontré tout-à-l'heure, les formes 
de degré pair 2\i ont un invariant quadratique, ce que nous 
avions déjà appris, N. (96). Pour le déterminer posons 

I181F=a*''(X+aX'4-a«X'\..+a*^'X^>^)(X4^'X'+a'«X''+...+a'*^^^^ 

expression qui pourra se représenter symboliquement par la 
notation 

[19] F=(XXo + X'ro+ ... + X<*^>Xo^***0' • 
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On trouvera grénéralement 

[20] (Xo«'T=a*^*aa", 

[21] 2 (Xo^'x,'^') = a'»» (aV-t- aV*) . 

Développons maintenant la fonction 

[22]A=a*''(a-a')'»'=--a'f'[(a*>'+a'*'*)-M,(a*'»-'a'-fa''»'-'a) 

+H,(a''*-W«'''*-'«')+...] , 

en joignant ensemble les termes équidistants des extrêmes et 
désig^iant par Mi, M,, ... les coefficients binomiaux. Cela fait, 
remplaçons-y les parenthèses par leurs valeurs fournies par les 
relations [20] et [21] ; il viendra 

[23] A=2(XoXo''*)-2m.(X'oX„'**-')+2M,( X"oXo'>*-')- 

où le dernier terme, qui provient du terme central du déve- 
loppement de A, est seulement 

Or cette expression est précisément Tinvariant quadratique 
connu de la forme 

[24] Xoa;''*+H.X'oa?'**--'y+M,X"o^''*-V+ ^^^'''V'' • 

l&l. Exemple 2*. L'expression générale des covariants 
de la forme f est 

de degré 2|yi + v par rapport aux coefficients de f. Donc, 
en posant 

2|i-f-v = m, 

on voit, qu'il y aura autant de covariants de second degré par 
rapport aux formes de degré m qu'il y a de solutions en- 
tières et positives de cette équation. Le degré de chacun des 



covariants en a? et y est toi]^oar8 2v, comme celui de ^ 
Pour v = l, on aura un ooYariant en te et y, que doos 
allons calculer. 
Posons à cet effet 

n=2(i+l, 
[26] 

où 9 

n s'agira d'exprimer ces diverses quantités au moyen des coef- 
ficients de la forme 

t^^ F=(XXo-fX'X'o+X''X",+ X^**^^**0*. 

A cet effet, observons qu'on aura, comme précédemment, 

Quant au coefficient A, ce sera le même calcul que plus haut, 
et il viendra 

A=2(x.<'"-'>Xo)-2m,(x,"^ V.)+2n,(x/"^=«X"„)- .... 

c=2(x;'">x'J-2M.(Xo<'"-''x"J^m(x,<"^V'o)-.. . . 

Quant à B, on a 
B=(«+«') k=a>'^' . [(«*-l-«^'*)_n^(a«M-i«r_|_«.«M->„)' 

+M,(«v-V«+«'*'*-V)-... 

3„«M-'[(„«M-'^.«'2M->)_(^,_i)(„%.+a''Ma)+2(m-M.)(«*»'-'a'H«''''"'« 

+ 

=2(x,<">Xo)-2(M.-l)(x,<"-"x',)+2(m-u,)(X."-*X".) - ... ! 

le dernier terme étant 2 (M^ — Mn_i)(x,''»*'*X,''')) . 



(«+«') 
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Ainsi, pour toute forme de degré impair n = 2|i+ 1 

^ n , n-1 n(n— 1) «-« I I ^ •* 

on a (en tenant compte de ces valeurs A , B , C ) le covariant 
a;« 2a a« — 2^-,-^a,a . + 2^ — i^s ^a*» .— 



K-.«.-»'"?''.v.+^'^ 



2 ' n-3 

n— i ^n — 1 



(»-l)(n-2)...(^ + l)^^^ 



(- 1) — ^.^ " 



[29] 
hav (2aoa^-2t«-2)a.a^_,+ 2 [(^1^ -(n-1)] a.«^_,+ - ) 

+y«(2a.a^-2^a.a^_,+ 2^— f2-^a3 V3- 



n-l 



(«-l){n-2) (^ + 1) 



(— 1) ^- a' , 

s fi 

Dans le cas de n = 5, il viendra le covariant N° 1 des tables 

(aoa4 — \a^a^-\' 3a%) a?' 
[30] («o«5"-- 3aia4+ 2a<a3) a?2/ 

(a^aj — 4a,a4+3a%)î/* . 

Pour les formes cubiques 

[31] /•=: a^r^ + 3 hx'^y ■\- 3 ca?!/* + ay\ 

on trouverait le covariant quadratique 

[32] (&^— ac) 07' + (&c — ad) a;^/ + (c* — î^rf) 2/' . 

En le multipliant par l'invariant biquadratique, on aurait un 
covariant de degré 4^ + ^ P^^ rapport aux coefficients de f\ 
donc toutes les formes de degré 4|bi4"2 ont un covariant 
quadratique en a? , y , et de troisième degré par rapport à 
leurs coefficients. 
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1&9. La loi de réciprocité pondait à des confléqiieiioes im- 
portantes relativement au nombre des coTarianta appartentat 
à une forme donnée. ConsidéronB, par exemptei les ûmm 
quintiques. A l'aide des théorèmes exposés N. 99 et 102» oa paît 
conclure que tout invariant de degré d de la forme qointiqiie 
pourra être réduit à Tune des deux formes 

2 AI/ ce» IfSBI,»'!,»'!,,'' 

car les invariants de la quintiqoe étant nécessairement pain 
(N. 73), ne seront que de la forme 4(1, ou 4|i-|-2« D'ailleurs 
par la formule (II) N. 102, toute fonction de It, peut ètie 
réduite à une fonction de I4, I,, I„ et Ii,. Ainsi la première 
expression conviendra aux degrés 6 pairement pairs. Donc, par 
loi de réciprocité, il existera autant d'invariants de 6* degré 
relativement à une forme de degré e, qu'il 7 a des solutions 
entières et positives des équations 

4P + 8î + I2r = e- 

'^ + 8g'+I2r' + 18=«. 

Ainsi pour les formes de degré impairement pair, ce n'est 
qu'à partir du 18* degré qu'on trouvera un invariant de 5* ordre. 

Nous nous bornerons à cet exemple, car on pourrait mul- 
tiplier à l'infini les applications. 
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8 3. 



Forme oanonlq[ae invarlantive de la forme q[ai]itiq[ae (*). 



153. Soit la forme (a, &, c, d, e ]fa?, y)^ . Représentons 
par Pa? + Qy j Foj+Q'î/ les covariants linéaires de 5* et de 
7^ degré dans les coefficients ; par I4, Ig, Ii«, I^, les quatre 
invariants fondamentaux de la forme quintique ; et par 

La?» + Mary + Ny » 

le covariant quadratique de 2" deg^é dans les coefficients 
(N^* 1 des Tables). Nous savons (N** 130) que le déterminant 
PQ' ^ FQ =: 2It„ et que I4 = M* — 4LN . Transformons main- 
tenant les variables â?, y en X, T à Taide de la substitution 



[1] 



d^où 



[2] 



T=-^(Pa? + Qy), t = ^{X^Y), 

A 

^^" w 

y=;77--{-PT + PU), Y=Tyi7 + j*- 
^^'* VIT 



(*) NooB avons adopté pour la démonstration du théorème qui suit celle 
q[m a été donnée par M. Cayley dans son Eighth Memoir on Qttantics^ 1867. 

¥kk DK Beuho — Théorie des formes hinaires. ^ 18 



''^'■: '^'^1^^^'^^'^m 



et noton8 qa*on poum passer da système (fitp) ta sj sl l |j e 
(X,Y) par une sabstltation à déterminant =1 ; ear odnl de 
(x,v) à (T,n) est =2 et odni de (T,U) à (X, Y) est S| . 

Cette substitation conduit à des résultats fnlérs^ssnls. 

■ft4l« On a d'abord, en remplaçant w^ if par ta» m- 
leurs [2] et en ayant égard aux relations IT ISQ, 

[3] L»*+Mav+N»*«l4T*— O*.. 

Mais, en vertu des équations [1] , 

[4] I«T«-D*=:i^ir[(X+Y)*-(X-T)«]=|^XT. 
Bo comparant les deux expressions [3] et [4], on obtteodfs 

[6] L»* + MflvH-N^=t|/irXT. 

On aura ainsi transformé le oovariant quadratique trinOoM m 
un covariant monôme par une substitution à déterminant =1. 
Par la première substitution [S] la forme [1] devient : 

[6] (a,&,c,d,f?,/7a?,y)»=-TL {afi,c,d,e,n(ÏT^Qn,-VT+m 
que nous supposerons mise sous la forme - - — (a,b,c,d,e,f j[T,U)^ 

Sous cette forme, la quintique jouit de cette propriété que 
ses coefficients sont des invariants. La démonstration qn^ffl 
donne M. Gatley est très-simple. Posons en effet : 

a76ôD^-f4cD^ + 3dD^ + 2eD^ + /-D^ = b,, 

et notons que, Po? + Qy , Pa? + Q'y étant des covariants, on 
doit avoir bP = 0, bQ = P ; bP' = 0, bQ' = F . D'où il 
suit qu'en regardant T , U comme constantes, on aura : 

b(QT — QU)=PT — PU , b(— PT + PU) = . 
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Or si, en assujettissant le second membre (6) à l'opération b, le 
résultat est , le théorème sera démontré. Inutile d'ajouter 
que dans cette opération les variables T , U doivent Otre con- 
sidérées comme constantes, puisqu'elles n'entrent pas dans la 
formation des coefficients. On aura donc par les valeurs ci 
dessus : 

6 (a, b. c, d, e?, fiQ'T — QU, — FT + PU)-^ 
= 5(a,&,c,d,eïQ'T-QD, — P'T + PU)*.(-1>'T + PU) 
+ 5(a,&,c,d,eiQ'T-QU,-P'T-f-PU)*.(PT-PU) 
+ 5(&,c,d,e,aQ'T-QU,-I>'T4-PU)».0 =--0 f) . 

^L'opération 6, fournirait un résultat identique ; donc les coef- 
ficients susdits sont bien des invariants. 

Ck)mme toute fonction invariantive peut être réduite à une 
fonction des 4 invariants fondamentaux 14,1», lu , I|8 , il est 
naturel de s'attendre à ce que les coefficients a, &, etc. puis- 
sent s'exprimer en fonction de ces invariants. D'après les cal- 
culs de M. Hbrmitb et de Caylby on trouverait en effet : 



38a = 



38Ô- 



36(7 



36rf = 



?ee 



36/^ 



IIM, - 


3IM,I„! 


+ IM. 


- 3l4l,I,. 


+ IM. 


-3I,I„ 


1IM„ +24I«I,,I„i 


+ IMu 


+ 12I,«I„ 


+ IM.» 1 


- 1*4 1., 


«iM% ;- 


l\ I., 


+ aP4I.l1» 


-IM.» 


+ 6IM% 




39IM.I»' 




- 27I»4U„ 




-lôIM.I» 




»IM». i 




+ 9IM». 




+ •» I4 I'. 




54 IM»., 




- 42IM«u 


1 
1 


-301, I'„ 




ia6P«rv« 




+ 1441. I'„ 


1 
j 


-54IM,, 




288I,I,I»„ 




- 90 1, IM„ 
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(*) Il faot noter que la l^* partie du secoud membre se rapporte aux diffé- 
rentiations par rapport aux coefficients mêmes a, b, e, d, f , et que, par 
un théorème qui nous est déjà connu, le résultat par rapport à h est iden- 
tique à Popération yD, : il en est de même de xD^ par rapport à 5, . 






15ft. BemplaQQiiB maintenant T «I U pm- 
en X, Y ; il viendra 
[7] (a,1f,c,d,e,nœ,ii^ 






=(a,&,c,<l,e/ï 








^^^\iû I *^ iX 

= (X , M , V , v», ^^ X' ï X , T)F pw hypofliè» (•). 
Or l'équation [5] nom donne ■ 

En appliquant deux fois de suite oette opération à la |lqp 
quintique proposée, on aura 

=lS0l4(vX+VT); 

le second membre, étant un oovarlant linéaire de degré 6^m 
pourra différer de Pd7+Qy que par un flusteor nmnéodqaB. 

Il est aisé de vérifier qu'il est = 120 (Pâ7 -f Qv) (**). Vais 

Pa: 4- Qy = f5(x + Y) ; par conséquent I«v = l,v'=li3, 



d'où l'on déduit v = v' = 



vT*I 



Si d'après Hbbmitb l'on pose *=■-==: , d'où v=v'=: Vft, 

y 1*4 
l'équation [7] deviendra _ 

[8] (a,&,c,d,e,na?,v)' = X,i«,|/ft,l/A,H',X'fX,Y)», 



(*) Il est aisé de le yérifier en tenant compte des degrés dea coefficients 
de la substitution que ces nouveaux coefficients X, m, etc., sont de degnd 1. 

[*^) En effet, si Ton pose fr = d=i# = 0, le premier membre m réduit 
à (3 c* D<y — a/'Dy D«)< {aa^ + lOco^ + f y») , et le seul terme contanant 

a;, par exemple, sera a^f^Vi^^ Ifi^ . 10cfl9^= 120 a*cf*« . Mais dans es 

même cas les Tables donnent P« =: a^pm ; 'donc le eoeffideat est 120. 
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et en même temps le covariant quadratique Lr* + Mj'v -f- ^y* 
se transforme en |/X 2^ Y ; d'ailleurs ces coefficients sont 
des invariants d'après ce qui précède. C'est là la forme type 
à laquelle nous voulions arriver. Il ne reste qu'à déterminer 
les quantités X, v, Vh^ v', ^'- A cet effet, observons, puisque le 
covariant quadratique se réduit à un monôme, que, ayant 
égard à la forme du covariant (N"" 1 des Tables), on aura entre 
les coefficients X,m, etc., les relations suivantes 

XM' — 4mI/^ + 3;j = 0, 

[9] X'm'— 4M't/^-^-3A' = 0, 

On va voir, d'après M. Hermite, qu'à l'aide de ces relations les 
coefficients de la forme type peuvent s'exprimer en fonction 
des trois quantités \\' = g, \i\i'^=h et h. On tire, en 
effet, des deux premières les deux équations suivantes du second 
degré en X et M: 
36l/Â*X'— [/i(fir — 16ft)*^9ft'(^ + 16ft)]x+3G(7t/^^ = 0, 

En posant A = (9ft' + I6hh — gh)*— 24Vi/i^ , on eu déduira, 
en les résolvant , 

2i[/h^ïi=i9k*+l6hh-'gh — [/ù. . 

Le double signe de |/Â fournira le deux systèmes de solu- 
tions cherchées pour X et m . Mais comme le produit des 
racines est d'après les équations susdites =g^ = h^ il s'ensuit 
que les autres racines seront précisément x' et^n' ; de sorte 
qu'on aura, par le changement du signe de |/a , 

12\/¥\'=4(g^l6hy—gk}(g + l(jh)-(g--l6h)l/I', 

n ne reste plus qu'à trouver les valeurs de g^h^K en fonction 
des invariants, si l'on veut exprimer les coefficients en fonction 
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des invariants fondamentaux. Or par ce qui précède et par h 
troisième des équations [9], nous avons déjà 

[12] g — 3h-\-2k = l/r, , /t^^Jjl-.. 

y 1*4 

Pour déterminer encore une autre relation entre les quantités 
g ,hyk et les invariants, appliquons l'opération yl^ ^^., 

c'est î\ dire le covariant i/I^XY transformé en intermutant, 
à la forme quintique type, et l'on aura 

L131 l/n^^-J^-=:20|/T,m,l/^, \/h, MiX, ¥)».(•) 

Prenons maintenant les Jacobiens des covariants 

I \/\,(v^yn, i/k, n'jx, Y)' , ( i,a/^x+i/ftY);n 

on obtiendra les covariants suivants de 5« et 7« degré dans les 

coefficients 

[15] I,(n,j/i,--|./^,-^'J(X,YK 

[16] \,\/\, [y'kX-l/kY) . (*••) 

Les covariants cubiques [14] et [15] étant respectivement de 
degrés 3 et 5 dans les coefficients, on obtiendra par Tinter- 
miitant un invariant de 8* degré, et ce sera I4 j/l^ {k — mm') ^ 
l^ \^^{k—h) . On aura donc 

[17] l^ P;{k-^h) = U . 

lui vertu des équations [12] et [17], il viendra 

et partant, à Taide des relations [10] et [H], on déterminera 
^. ^\ ^'> ^^^ ce qui achèvera la solution du problème. 



(•) Ce serait le covariant C;3, j de la forme quintique. 

1**) C'est le covariant ^x-\-kyy en ayant égard aux relations [1] et i 
la valeur de h. 

(••*) C'est le covariant Cj,;, qu'on aurait pu directement tirer des re- 
lations : 1 '. 
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£q résumant ce que nous venons de dire, on conclut ce 
théorème : 

Par la substitution 

2 Vil, Vu 
la fonction quintique (a, b, c, d, e, f J x, y)* se transforme en 
(X, M, ]/k, k, \i\ ' kï X, Y)*, où k, X, X', n, n' seront des invariants 
déterminés par les relations [11] et [14], et jouira de la pro- 
priété que son covariant quadratique se réduit à KI4 X Y . 
C^est là la forme invariant! ve canonique dont M. Hermite a 
déduit un corollaire important pour la théorie des équations 
de S' degré, savoir, qu'à l'aide de cette forme canonique on 
peut amener toute équation de 5* degré à ne dépendre que 
de deux paramètres. 

Posons en effet H = ^^ , H' = v^ ; les quantités h^g.h 
deviendront 

[20] A = l/Î?H', ^zrrVTjl + SH + H'), /i=l/l~(H + H'). 

Alors, le radical Vl^ disparaissant comme facteur commun à 
cause de l'homogénéité des relations [10] et [11], l'équation 
(X, A, Va, V/i, H, ft' JX, Y)* = ne contiendra plus que deux 
paramètres H, W. Ainsi l'étude de la réalité des racines de 
la forme quintique est ramenée à celle des fonctions, ou in- 
variants absolus ,4 9 ri • 

I4* I4' 

Cette réduction, qui par cette méthode serait inabordable, se 
fait toute seule, si nous avons recours à notre forme cano- 
nique de la forme quintique (N"" 101, 102). En effet, on aura 

1,«-^I/(H'— H), I« = V«[36HH'*(H-H') + 6.12*H'* — (H— H')'], 
I„ = l«, ]/(W — H)' + 8 H' H' — 72 H H'^^^^^2"H'^" " 



'ïr ■>- 



Par oonaéqaent, an diviflant par P4 la > éqoAtion, pag« 171, 

il viendra 

[21] 12(5^)M = H-ff+PVS+P*VE, 

E, L ayant les yaleurs aulvantea : 
L.36HH'» (H-H') +6.12»H'*- (H-H*)*±216ir«y(H'-H)M-8ff^BHHrM 



a {, m, n, il 8 ensuit que Téquation (N* 101) ne ooatiendia 



=0, 



Mais 
clents 
plus que deux paramètres H, H'. 

On a donc ce théorème: 

Étant (Umnée la fùrme quiiMqiêê (a,b,o,d,e,l 
en appelant a, 9, T les racines de la eanmUsante 

a b c d 

b c d e 

c d e f 
on pourra^ par une sUbstitutUm linéaire à ditermfmmt =sl, 

•^-- (a-p)(p-T)(T-a) ' ^-" (a- W (P-T)(T-a) 

to transfoy^mer dans la forme canonique 

[22] Zu* + mî?* — u(u-|-t?)* = 0, 

ne dépendant plus que de deux invariants aibsolus^ H et W^ 

l^m.n étant proportionnels aux seconds membresl2l]j lorsque 

on y remplace successivement p par P*, P*, p*. 

Ce résultat confirme d'une autre façon ce que nous disions 
page 177, savoir, que Téquation [22] est caractéristique pour 
une forme quintique donnée, de sorte que pour n'importe 
quelle transformation linéaire on retombera sur la même équa- 
tion [22] à invariants absolus. 



(*) Le dénominateur est Vl^ . 
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M 



Transformation de Tschlmhansen. 
équations caraotéristiqnes des résultants. 



lft#. D'après cette transformation, qui a été publiée pour 
la première fois par Tschimhausen en 1683 dans les Actes de 
Leîpsig^ on peut faire disparaître autant de termes que Ton 
veut dans une équation donnée. 

Soit x^-\'a^x^ -|-a,.r**~ -j- -[-a^ = 

réquation donnée; et posons 

&i, &,, ..., b désignant des indéterminées, et m un nombre 
entier <n. En éliminant y entre les deux équations on aura 
une équation de degré n en y, comme on le déduit de la théorie 
des résultants. On peut ensuite disposer des indéterminées b 
pour faire disparaître autant des termes que Ton veut , sauf 
ensuite à résoudre les équations de condition auxquelles on 
assujettit les b. Cette résolution est possible pourn=3, n=4. 
Alors, en posant dans le premier cas î/ = &, + 6j,r-|-.r*, dans 
le second y^^b\-\'h\œ'\-x'^^ on obtiendra des équations fi- 
nales en y , de la forme 

y» + A,y« + A,î/ + A3 = 0, 
y' + A', y^ + k\y^ + A'3y + A\ = 0, 
et Ton déterminera &,, &« par des équations de premier et 
second degré ; &", , b\ par des équations de premier et de 
troisième degré. 
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Au dessus du 4"** degré, le calcul de réquation finale pré- 
sente des difficultés insurmontables. Malgré elles, M. Jbrbaed, 
Géomètre anglais, a pu démontrer qu'on peut, par la résolution 
d'équations de 2** et de 3"« degré seulement, faire disparaître 
le 2"«, le S"* et le 4'"* terme d'une équation quelconque, et, par 
conséquent, en prenant Tinverse de Xj les trois termes qai 
précèdent le dernier. Ce résultat a prouvé en particulier que 
toute équation de 6~* degré pouvait se réduire à la forme tri- 
nôme ,r* + A.r + B = 0. j 

Il restait à trouver une méthode par laquelle on pût déterminer 
plus aisément les coefficients de Véquation finale, et entr'autres 
les coefficients A et B de l'équation finale du &- degré. Ce pro- 
blème a été résolu par M. Hermitc , en donnant une autre forme 
à réquation en z (*) qui le relie avec la théorie des invariants. 

Soit donc, d'après lui, 

[1] fwxY=-a^x^-rnayr -\ — yT^^^'^ +--+(w— l)aH-i+«n 

réquation donnée. Posons, en désignant t^^t^^t^^ ..,^n indé- 
terminées, 

. n(n—\]^ , , nin—V] n- 



na , 
«—1 



ce qui revient à écrire symboliquement 

Supposons qu'on ait éliminé x entre les équations [1] et [2] ; 
nous obtiendrons une équation en z de degré n, où nous pour- 



.*, Pt)'ir la (h'inoustratioji nous avons suivi la voio qui a t'té trac-^e par 
M. Tavlov dans eon Mt-rnoiro On Tschirnhausen*s transformation — 1801. 
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rons disposer des quantités Iq, ^|, •••1.^,^1 pour faire dispa* 
raltre les termes qu'on voudra. En posant ^ = Xi , et en 
appelant X^ ce que devient X par la substitution de la racine 
œ. de f(x) à la place de Xj Téquation finale aura la forme 

[4] (z-X,)(z-X^)..,{z-XJ = (Ao , A, , A, , ... kjz . 1)^=0 . 

Le coefficient, de z^^ par exemple, sera, au signe près, 
Xi 4- X, + ••• + ^n' ^^' ^^ ayant égard aux relations [7] , N** 2, 

-i^iyt l\nf I (»- l)(»~2) («-.l)(«-2)(5-^ 



^"^n-l^*] 



n-1 



disparaisse, il 



Par conséquent, pour que le terme en z 
faudra avoir 

Alors au moyen de cette relation Téquation en z deviendra : 



=:a^x 



+a. 



L-> + o,a;* 



-\- na,a) 
+ (n— l)a. 



in-s + '^o^ 



, «(«— 1) 



+ • • 



^ 



159. Sous cette forme IV quation finale résultante aura la pro- 
priété que tous ses coefficients sont des invariants des deux 
formes : 

•& 4a^Hwfi 

(a^,a,,...a^jfa?,y) , (^«-2' *n-3' -■ ^oï^, — i/) ; 

et, s'il en est ainsi, Téquation elle-même sera un invariant, en 
y considérant z comme une constante. Il suffira donc d'exa- 
miner si le premier membre de l'équation [4] satisfait aux 
conditions 

b-A'rzzO, 
b'-A=:0, 



•"■j!'-- T^i ■■ .•■.;. 




en posant 






Or cela revient à examiner ai chaque fhoteur % — X y aatidfti 
ou si (b— Â')X=0, (b^— A)X=30. Notona en paaHDtqiM 
les opérations doivent être appliquées à m , car w est «nrf 
être ici une fonction des coeflicients de la proposée. Or X^ 
ration h sur f(w^y) nous donne 

d^où &â?=— 1 . Gela posé, Topération b sur X, pooree 
qui se rapporte à x , donnera 



— apU^g— 2aoa? 



— ?ia, 



n— 3 " 



— 2na^œ 

n(»-l) 
1.2 



a< 



^^ ,... — (n — l)aoa? 



— (n--2)naia? 



n-3 



a(«-l) 



a 



1 . 2 ^n-8 

et, pour ce qui se rapporte aux coefficients a, nous fournira 



«o'n-« + "«o^ 



+ 2(n-l)a, 



'*-3"l" ••• 



4-naoa? 

+ w (n — l)a,a?' 



n-^ 



|+(n-l)«a 
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réunissant les deux parties, b deviendra : 



-h(n-2)a, 



i.+ 



4-ûfo^ 



n-t 



+ . 



f»— 3 



(»-l)(n~2) 

+ 172"^ «n.2 



^ 



Mais Topération A' nous foumilra également le même résultat; 
donc bX=A'X, ou (b — A')X = . 

Quant à Topération b' — ^ , examinons d'abord ce que 
devient b' par rapport à a?. Or Téquation f(x^\) nous donne 



n-I 



d^où, à cause de Téquation a^œ -^na^x +...=0, h'a;=x*. 

m 

A l^aide de cette valeur, Topération b^ appliquée à X , four- 
nira relativement à â? la partie 



^•^*^«-«+2«o^ 



-\-na^x^ 



^^.+3^00?* 



-[-2na,^ 



n-1 



+ n(n — 2)a4a?** 
+ ..... 



t. 



La partie due aux coefficients a sera 



na^x 
+ {n-l)a. 



^— 1 + «ûta?* 



M— 1 



-{-n{n — 1) a, 
+ {n-l){n-2)o. 



'-_»+•••+««« a? 



n-l 



^ 



+ (n — l)na,â; 



+ (n-l)a 



Bn igoutant les deux parties, le coefficient de t^ reproduit 






j, • 



le premier membre de Téquation prqMMfa-mol^Bè^ 

et, puisqu'il est =0, il restera 



+ (n-l)a. 



/ 



+20,0* 



-p •••« 



oe qui est 



rn|ftrtîin 



la Talear de AX. Ain 
b' — A réduit enoore à la fonction jr. - Doue Aè^ôi 
invariant. 

Bbmarqub. n est évident, réeiproqoenmit, que te oMlBQiBÉili 
A, s'ils sont des invariants, doivent être fbnotioa des dl UBre noes 
des racines, et partant ne peuvent pas contenir le tenne^BD t^^^ 
qui disparaîtrait dans les diflt&enoes C2]., 

IftS. ExBMPLB. Boit 

En multipliant la* seconde équation par œ^ etenéjyaiit égnd 

à la première, on a 

xz = (aa?* 4- ô;r) u 4- (— ex — d) t>, 
ou 

aux'^ -\- (bu — z — cv) X — dv=iQ . 

Par le même procédé, on tirera de celle-ci 

(^ + 2&u + ct^)^*+(3cu + dt?)a7 4-ud=0 . 
Maintenant les trois équations : 

ax^v 4- (3 &i? 4- au) x-^Zc^-^-bu — zzziQ^ 
auar*4- (l)u — cv — z)x — dt =0, 
(2ftu-|-cî?4-^)^* (^cU'\-dv)x ud =0 
fourniront, pour Téquation finale, 

z — hu — xv — au — 3ôv av 



d 
■-ud 



z — bu-\'Cv 



au 



— 3cu—dv z-\-2bu-{'CV 



=0, 
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qui aéra de la forme (1,0 , C , Df or , yi^* , où Ton a 
-i. C = (ac — ô*) u* -4" (ad — bc) nv -i - (M — r») r', 

iVI--3a^c+263)u»+(3a&d--6ac«4-3ft'c)M»tî+(3acd+6*«rf--36c*)ui7H;-^<^'4-3&crf-^ 

On voit que C, D sont bien des invariants des deux formes 

(a,^,r,rfîX,Y)3 , (î^Y-rX), 

ou encore des co variants de la forme (a , ô , c , d j} ?< , r)^ . 

159. Les coefficients Âq, A^,..., A^ représentent en f»:énéral des 
fonctions de /^^j, Z^^^, ..., Iq; et, lorsqu'ils sont des invariants, 
ne seront plus que des fonctions simplement de ^^_2, ^^__3,...,^o- 
Proposons-nous, par exemple, de trouver le coefficient dans A^. 

de f ' Gomme ^-^^^o-- ------ A est le coefficient de 

»— 2 1 . 2 . 3 . . . r r 

s*"^ dans l'équation proposée, on aura 

1l_(«^l)..j(«_— ^ + 1) A — .^Y Y Y 

.2.3... r r ^ \ t r 

Ot le coefficient de t'^n-^i dans ce 2 sera évidemment 

2(«o^i + *wri)(«o^i + w«i) (tfo^^ + w^*i) -> c'est à dire le 

coefficient de ir""** dans Téquation a^^f^"- -] [| 

'•-ir «1 r(r— 1) ç /fl,\« 

» L a« '•- ï ^ 2 Itfo/ '•-* 

IGO. Cette méthode de calcul pour la transformation de 
Tschirnhausen qui après tout est fondée sur la forme particu- 
lière d'un résultant nous suggère de donner ici en passant les 
équations caractéristiques d'un résultant trouvées par Brioschi. 

Théorème. En appelant R le résultant des équations 

I6J q)(x) = aoX°-i-û,x'»-i + a,x°-24-... + an~0 , 

17] q)(x)=&,X"+/^xn-l + &,X°-2-i-...-, bn—0. 
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et X les quantités définies comme au N'*43j on aura 

n— 1 

'®' yx„,r^^ = (n-m)b„R. 

DÉMONSTRATION. Oïl a (N* 43) 
(91 Vxm.ra?*— '-*=0. 

Mais, d'après le théorème N** 47, on a aussi 

da^ dar 

Partant l'équation [9] pourra se transformer en celle-ci 

Or il est évident que le premier membre de cette équation 
devra s'évanouir avec R et le contenir par conséquent en 
facteur, car il ne peut pas y avoir d'autre condition entre les 
coefficients que la condition R = 0. Il viendra donc 



s 






q étant un facteur algébrique qu'on déterminera très-aisément. 

Il suffit pour cela d'observer que le premier membre est de 

de^ré n-\-\ par rapport aux coefficients ^, et de degré n par 

rapport aux coefficients a. D'ailleurs son poids est celui de R 

plus }n.-\-7^-\-\ — r— l = m; donc q ne pourra être que de la 

forme 

q = q'l)m, 

q' étant un coefficient numérique, qu'on trouvera égal à 
n — m, en comptant combien de fois le coefficient bm entre 
positivement et négativement dans les quantités a. 



{*) Nous supposerons, pour plus de clarté, que 

^m,r^^.'^r«4-r-f-û5i^„_^^^,+ ...-f a,„^,^,\_ ^ J, 

de sorte que la première valeur de r soit I. 
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Remarque. On peut vérifier directement Téquation [8] pour 
les cas de m = 0, m = l. 

Si ToD introduit dans la première des équations [28], N° 43, 
les relations [8], N* 47, on aura 

(a,».- a,ft.) g 4- («A- a A) J| +•• •+ (ao&„- «„&.) ^ = 
Mais, sauf à ajouter «o^o :? ûto&o :r" = ^ï 1* quantité dans 

(tdQ (Ida 

la seconde parenthèse n'est autre chose que nR, et la pre- 
mière est égale à [voir (15), N* 47] ; donc 

Pareillement on trouvera 

/, rfR , , <fR\ ^ /^ rfR , rfR\ , , <fR , rfR ^ 
Donc, en ajoutant, 

, - rfR , rfR , / rfR , rfR , \ 



ou 



^ ''»2**5^~^<'2"'rf|~^=*'^' ce qu'il est aisé de 
vérifier, et 2^g=0n. 

(«) Voir ma Théorie de Vélimination, page 72. 
Fa4 db Bkumo — Théorie dêt form€$ binair$$, 19 



Pftr conséquent 



s 



x,„|c=-»' "•-"»• 



Ce théorème a été donné par M. Briosohi dans le /onmal 

de Crelle^ T. 53. Mais poar la démonstration nous avons re- 
produit celle que nous avons donnée dans le même /oumil, 
Tome 54, qui nous parait beaucoup plus simple. 

Si dans Téquation [8] on fait successivement m=0, 1,8, 
3, ...,n — 1, on obtiendra n équations qu^on pourrait nommer 
les équations caractéristiques du résultant, savoir, 

•^•S" »**-»'• Soi ••••'T"**"^»*"*i^ — o»-i»« 

ittl. Voyons maintenant ce quedeviennent les équations [11] 
dans le cas du discriminant, c*est-à-dire, lorsque ^{œ) et vM 
sont respectivement les dérivées par rapport à Xj y de la 
même forme 

(tto, a, , a,, ... , aj[œ, yr=Poao^'*4-2>i«i^**'"^l/ + -^Pn^ny] 
en supposant que le coefficient binomial soit représenté 

par pm=— — r-TT-^ — » ®* q" ^^ ^'^ f^^t ensuite y=l. 

Les dérivées seront de la forme 

p'^a^x"' +P',a,a?""y-f ...-fp'^_,a^_,y , 

ou plus explicitement 

«..r— »+(n-l)a..r"-«+^^^=^a,.«?— »4-...+a._i=0. 



Or observons, en envisageant la question directement, que, le 
discriminant s'annulant pour des racines égales, si œ est une 
de celles-ci, il faudra qu'on ait, comme au N"" 47, 

d*où Ton tirera 

1 irfR 1 »rfR 

Pi da^ Pi, da^ ' 

[121 ^-'1^ = -^ . _L.a;-'-i-l?L- = .'l|^. 
rfa. Pi da^ p^_, da^_^ Pi da^ 

D^ailleurs l'équation [10], dans le cas du discriminant, devient 



? 



x..^a?*-^-«=0, ou 2^«.--i^""'""' ^'^ ' 



et alOTs, en remplaçant x^ ^ , a?* ''" par leurs valeurs 
\ tirées des équations [12], il viendra 



oà les derniers termes seront respectivement en 



En partant maintenant des équations [8] comme type et en 
leur appliquant les équations [8], on aura 

••—1 
nci V% 1 rfR (»— w)(fi— 1— 1») ^ ^, 



(*) Le coefficient qui est associé à a^^| dans cette équation est 
(n— l)(n— 2)...n — m j^ 

1.2.3".::^;^ -^P. («-»«). 



— 282 — 

La valeur de Xm,r est actuellement 

OÙ p'^ désigne généralement le coefficient de ûb^-^-^ dans 
les deux dérivées de la forme donnée, et ne diffère de p^ qo» 
par le changement de n en n — 1. 
Exemple. En posant le discriminant de la forme cubique 

on aura Téquation 

qui correspond à Téquation [14] 

\ 1 rfE ,. 1 <<R_ 1.2.3 ^ „ lP,=3, 

qui correspond à Téquation [14] 

;r 2 (ac - b^) g -f (ad - ftc) ^ = 6 bR , 

qui correspond à l'équation [15] 

\no-f-^ + '^o,.--f^ = 2a.R, jP'=^-3, m=0, 

qui correspond à Téquation [15] 

\ dR , . l dR 2 oor» <Pi = l _!' 
''->,- ii. + ''"^.rf^^3P'««K=2cR, jj;^,, m=l. 



CHAPITRE HUITIEME. 



FORMES SYMBOLIQUES DES COVARIANTS 



lœ. Depuis quelques années MM. Clebsch et Gordan ont 
introduit dans Tétude des covariants des formes symboliques 
spéciales avec un immense succès (*). Aussi Gordan a-t-il réussi 
à démontrer que le nombre des covariants fondamentaux pour 
toute forme est limité, et dernièrement il a poussé la détermi- 
nation des covariants indépendants jusqu'au 7* et au 8* degré. 

Donner ici leur théorie, ce ne serait que reproduire leurs 
travaux mêmes et sortir du champ d'une exposition élémen- 
taire où nous nous sommes restreints. C'est pourquoi, nous 
bornant au rôle d'être utile aux étudiants des sciences ma- 
thématiques, nous nous contenterons d'en donner une idée, 
afin que le lecteur puisse ensuite par lui même entreprendre la 
lecture assez difficile de ces ouvrages. 

Représentons en général symboliquement par (a^x -|- «a!/)" 
la forme a^x"* + naj a?"-*i/ -f- + û« ? en posant 



a,» = a^ , ac'-^a^ = a^ , œ'-^a^ = a, ,.... a\ = a 



n 1 



et convenons de représenter la même forme par les symboles 



(*) La notation adoptée par ces auteurs ne diffère en réalité que par 
la forme de celle qu*avait déjà adoptée en 1846 Cayley dans son Mémoire, 
à jamais célèbre, sur les hyperdéterminants, inséré dans le Journal de 
Creîle. 



ait iDdifféremmeDt 



ik sorte fi'«i 



«:— a/ = ^j»-» V = ^.— ' ^«' = tf:*^ :^- = . _. = fl. 






aTaLtage de ces representatioiis srinbcL^^a 
la ZL^xe forme est de noos permeore d' opéip algân- 
=.eL: szT les mêmes formes algébriques «y>» altérer k 
:::&: SiaI. C'est tout là le secret de la zaéâDâe donnée 
:i:r: i^ Aronhold et suiTie ezisaite par M. CjAsA. Aini 

îTi:: ziLs q::e l'égalité subsiste en élevant aa carré les deux 

i:-?s. :-qzie 'a,x-i-a^,*= /ij^ — 2iRry —cy*'. caries 
^"Li-s ilgê'criques que l'on est amené à faire dans le 
i.-îr z:r=:':r? altèrent la nature des coefficients symbdi- 
i. !Kii5, si au 'XHlraire. d'après les oznTentions ci-dessoSi 
lî.: Ir pnciii ^pT— ajy/*.&,jr-^jy *, sauf à nemplaoer 
:;:r leî cceSTients symboliques par leurs valeurs, il est 
■zl; qiie les cpératlcns algébriques n'altéreront pas la na- 
:iTz des Mefî^îeLts. car chaque facteur restera tel qu'il est 
• î: 1î ?:LVri:l:- fi::^ aurôravant. Ainsi en aura, en restant 






r 



'M.*-l 



_ r ..i 



- l 



r*: . j» - - - 



::::.iL: ?t-- i:::À:I:as symboliques, le discri- 
Ir 1:^ :':rn:e '^^alratique aj^ —"2',^/ — cu^ 

~ ■• î 

.7 ... en suppC'sant que Ton ait 



« 



c fi 
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pourra être mis sous la forme 






C| c, 



dr d. 



a, a. 



<^i Cl 



b, b. 



en supposant qae Ton ait fait successivement 

Par exemple, le terme, 

a\ b\ c'i (i*, a, c, d, b^ = a', i^, c*, c, d% d, = a t c d, 

reproduira un des termes du discriminant, etc. 
Pareillement en passant à la forme biquadratique 

(a, &, c, d, « ï XyVY = (a,x + a^yY= (b^x + M'= (CxOo+c^y)\ 
on aura 



l^ = ae — 4hd + 3c*=^ 



a 



[.= 



a b c ^ 

b c d = - 

6 



a, tt, 
^1 ^^i 



b, b, 
b, b. 



c\ c. 



i 



I I 



C\ 



'1 I 



d, a, 



c d e \ 

La même chose a lieu pour les covariants. 
Ainsi le covariant quadratique de la forme cubique, en 
adoptant les mêmes notations, sera 

a, a 



CD,- 
et le cubique 



6, ■&, 



(a,a; + a,v) (c,a; + c,i/) ; 



0.= 



a, a, 



ft. 6, 



i 



r, 



Voici maintenant les invariants et covariants pour la forme 
quartique 

Il = («i&i 
I, = {afi^ 

64,1= (a A 






Si Ton adopte d'écrire avec M. GlebBch, œ^ poar a?, a^ poorf 

(àb) pour (a,&, — a,&,), (ôc) pour (6a — &,c,),..., 
ao; pour Oi^i-f^r^iY 6dB ponr &t^i4~6tâ?( ,-•; 

alors les formes quadratiques, cubique et quartiqoe, et en géné- 
ral de n* degré, deviendront 

[1] fz=z (a,)», f— a^% f= ax*, f= aoT = &«• = c,», etc.; 

et les invariants et covariants susdits seront représentés sim- 
plement par 

[2] I. =(aô)«, 

I I, =(al}Y(cdf(ac)m, 

[3] \ C,„ = (aô)a«&x, 

I, = {àbY , I, = (ah)^ (acY (bc)* 

Par ces notations les dérivées s'expriment aussi fiacilement. 

Il est aisé de voir en effet qu'on a: 

/- =.-= n . a'^r^ a : /- = n . «"""^ h ; 
dxi ** ' dx^ ^ ' 

et 



[4] 






Pareillement 



dx\ dxi 

dx^ dXi 

163. Une fois compris le mécanisme de ces notations, pas- 
sons à voir par quels principes M. Clebsch arrive à déterminer 
les covariants. 
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Supposons que la forme f soit 

et faisons-y les substitutions 



[81 
on aura 



en posant 

[10] a' = ai? + 6p', b' = aq + bq\ 

Hais par les équations de substitution [8] on obtient 

et de même en vertu des équations [10] on a 



[11] 



A—pa' — p'q ; 



àa = q'a'-i/l/ 
02] }, ou [13] 

. A& — — qa' -p p&' 



i £ib = 2}b' + q(—a'), 

Si l'on observe de près les équations [8] et [10], [11] et [12] 
on voit que les équations [12] se déduisent des équations [11] 
de la môme façon que les équations [10] des équations [8], 
c'est à dire, par l'échange des coefficients d'une ligne avec 
ceux d'une colonne et par l'échange de (a?, , ^r,), (x\^ x\) en 
K ô'), (a, h) respectivement. D'ailleurs les déterminants des 
substitutions [8] , [10] , [11] , [12] 

-q 



P Q 
îf q' 



P P 
q q' 



q 
-p' 



p 



— q V 



sont les mêmes, quoique le second soit transposé (') par rap- 
port au premier et le. 4* par rapport au troisième. 



(*) Nous appellerons ainsi un déterminant dont les lignes sont iden- 
tiques aux colonnes d*une autre et réciproquement. 



-288- 

On voit encore qae les variables x^ , â;, (à on factear près) 
se transforment dans les af^ , x\ par les mêmes formules, par 
les quelles les quantités & et — a se transforment en b' et 
— a\ Or, comme Tintroduction du facteur £^ dans les trans- 
formations n'altère pas la propriété fondamentale des inva- 
riants, il s>nsuit que Ton aura ce théorème : 

Une fonction V, qui contient les variables x^, x, et jouit de 
la propriété des incariants^ continuera encore à jouir de 
la même propriété^ si on change respectivetnent les variaJ)les 
en b et —a. 

Au moyen de ce théorème, M. Clebsch observe qu'on peut 
&ire rentrer Tétude des covariants dans celle des invariants. 
Car, par la considération d'invariants simultanés, on peut, à 
la place de chaque covariant, introduire autant de formes 
linéaires qu'il y a de séries de variables dans le covariant. 
Et alors on reviendra au covariant en changeant les coeffi- 
cients 

«4,— a, ; ft,, — &, ; etc., 

dos formes linéaires introduites par les séries des variables 

lOi. M. Clebsch établit ensuite ce théorème fondamental : 
Cfta-iHC iurar/'ant de formes linéaires est une saymne de 
produits forriics par les invariayits relatifs à deux quel- 
conque^ d'cnlre elles. 

I/invariant de deux formes linéaires aiXi-ra^.ï\, ^r^'i-f ''^^l 
est leur déterminant aj)^ — a^h^—: [ab] . Ainsi pour trois 
formes ^', •', -- '^^ .- ^'v'\-^ffi''i' ^*i''i ~ï-<V''î les fonctions 

I fi't. ['i-'t [f-r\]^ , [t'ih) \a'*]Y' -*- [\(ih) ihr)']^ 4-[\an ihC)Y 

semient autant d'invariants. 

Cette somme est évidemment un invariant, puisque chaque 
élément [ah) se reproduit. Mais il fallait démontrer que tout 
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invariant peut se réduire à cette somme; c'est ce qu'a fait voir 
M. Clebsch dans son ouvrage Théorie der binaeren algebrai- 
schen Formen. En ayant ensuite recours au théorème N° 163, 
il montre que 

^ Tout covariant d*une série de formes linéaires est un 
aggrégat de produits^ dont les facteurs auront un des trois 
types suivants: 

1 (ab), invariant formé par deux quelconques des 

formes linéaires. 

2 (a,Xj + ^x«)i ^'^^ des formes linéaires données quel- 

conques. 

3 (xy), déterminant formé par deux séries de varia- 

bles x^y,; x,y,; etc. 

■ttft* En s^appuyant ensuite sur un théorème sur les inva- 
riants simultanés donné par Cayley (N° 78), M. Clebsch arrive 
à son théorème fondamental qu'il avait déjà donné dans le 
Journal de Crelle, t. 59. 

Soit TT, dit-il, un invariant ou un covariant d'une forme 
f de n* degré, dont Oq, a^ ,..., an sont les coefficients. Soient 
o^^a, ...,ctn; PoîPfïBn? etc., les coefficients d'autres formes 
de même degré. 

Alors, par le théorème de Cayley , 

i"i ''.=«.£+«.£+ ■ 

et 

116] n, = PoS+p/^+ , etc. 

seront autant d'invariants. Mais en continuant de la sorte, il 
est évident qu'à bout de r opérations semblables on finira 
pour faire disparaître de H les coefficients (a) si T\ était de 
r**nte degré, et on parviendra à une fonction TT^ qui ne con- 
tiendra plus que les coefficients (a), (P), etc. de r différentes 
formes. Réciproquement, on peut de la fonction TT^ remonter 
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à Tf. Remplaçons, cd effet, dans tt, les coefficieots de la der 
nièfe forme par ceux de ravant-demière; ou aura n,_,. i 
dan» Cf Ue-ei on reoiplace tes coefficients de TT^, par ceui i 
ta Forme qui précède raranl-demière on arrivera à 1.2 .,, n^, 
Ka procédant de la sorte ou parviendra & 1.2...r.TT- 

Remplaçons tnaint^uant les ooefficieots a> &. etc. par Icu 
eipreâsioDs symboliques fimmîeâ par les r"**" puissances ■ 
ax, ba, etc. La fonctioa TT^ t>e coitUeadra plus les coefflciec 

de la forme f, mais les coefficients a„ h, , de r fonctio 

linéaireâ. 

Si la fonction n contenait des coefficients d'autres fom 
f, on pourrait par la même méthode la réduire à ne conte 
que les coefficients a'. (/, etc., d'autres fonctions liuéaires, 
s'ensuit que: 

Tout inoariant simultané ou covartant d''une série 
fimcllons peut être exprimé comme fntajiant ou covari 
d'une série de fonctions linéaires, dont tes puissances 
présenteront symhotfquement les formes données. 

Mais comme nous avons donné plus haut la forme g^néi 
de tout invariant ou covariant des formes linéaires, nous p 
vons établir ce théorème fondamental: 

Tout invariant peut être représenté symboliquement ; 
un aggrégal de produits de déterminants symboliques (: 
et tout covariant par Vaggrégat de produits de déter 
nants sijmboliques (ab) associés à des facteurs syn^oliq 
de ta forme Cx . 

Ainsi donc tout covariant simultané d'uu système des for 
binaires 

[16] ■\—ia,a;,-\-a^x^f, B=:(6,.r,-|-b,a:,)Pj Cr -.(c,x,-{-c^ir,] 

peut être représenté par une somme àe termes de la fori 

[17] L (ab)"" {ac)" (bcf at bi cl 
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où L est une constante. Il va sans dire que Tordre du cova- 

riant devra être égal à la somme des exposants, r-\-S'{-t-\- , 

et que l'expression susdite devra être 
homogène et de degré a par rapport aux a , 
id. P îd. &, 

îd. T id. c . 

D'ailleurs le degré du covariant sera donné par le nombre des 
symboles a, &, o, ... qui y figurent. 

ittS. On peut former directement des covariants d'après 
Clebsch par une opération qu'il appelle uéberschiébung ^ et 
que nous traduirons par translation^ en attendant un nom 
plus propre. Cette opération est représentée par l'expression 

[18] n^((pH;)*(pr*Vr\ 

où <p=<p?, Vr^H'S désignent deux covariants, et (cpip) dé- 
signe la puissance symbolique différentielle ( f^ 7^ "" ^~ ^ 1 • 
En ayant égard aux expressions (6), la formule [18] est 
équivalente à celle-ci 

1 1 



[19] n = 



m (n-\] ... («-*+l) n («—1) ... («-*+l) 



r rf (p eTm d <p rfjii A^ ( h\^ ^ ^ <^ y ^ 

I ' /b" j[ * fc„i /k_i "T "T V V n k" I 

i~dxi dxi dXi dXf dxxdxx dx^ dx\ -> 

Ou aurait en particulier, pour ft = l, ft = 2, 

n=(w) cpr' vr' =^„ \j] ^- J-l gl ' 

Cela n'est qu'une transformation d'une application de nos 
intermutants aux émanants. 
Formons en effet l'émanant de 9, f^'i ^r -|-^'t 7-) 9 

<p étant toujours un covariant. Si on change par la théorie 
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des intermutants a?\, x\ en 



d^ dvf 



autre covariant, il viendra pour nouveau covariant 



i[i étant un 



f dfp dv^ d^ (gs»'\> 
\dxt dXf dxt dXiJ 



[20] , ^ ^ 

M. Clebsch montre ensuite comment tous les covariants 
d'une forme peuvent être engendrés par la translation (ueber- 
schiebung) de la forme donnée sur elle même ou sur quelques 
covariants déjà formés. 

167. Nous n'insisterons pas davantage sur ces recherches ; 
car pour les approfondir il faudrait plus que reproduire les 
ouvrages des auteurs même, Clebsch et Gordan. Nous n'avons 
voulu qu'en donner une idée suffisante pour éclairer le jeune 
étudiant dans la lecture de leur savants mémoires et pour 
leur faire savoir ce dont il s'agit par ces recherches. Nous 
terminerons ce rapide aperçu par la comparaison des formules 
de Clebsch et Gordan relatives aux covariants de la sexiique 
avec nos propres formules N* 141. Cela servira aussi à facili- 
ter l'étude de leurs représentations symboliques. 

Désignant par f la forme donnée, voici leurs notations 
avec les nôtres en regard 



h-(/",/).ec,„ 


l (Aî)cC,„ 




C-(ï,A)4El. 




F-(/",H)=C„„ 


p if,i)t -C.„- 


--f 
6' 


»» (i,l}* -|C.,.-^I 




<-(A/)4EC4,. 


A (A/),Zl» 




n—(i,m),—\0 C,„-f-2BZ- 


-|a« 


A=(f,<),EC«,4 


B=(M)«El« 




A-2C-f-^ 
D-I„ ; E=I« 





Notons que B et C sont les invariants de la forme biqua- 
dratique i ; que A est l'invariant de la forme quadratique l; 
D est l'invariant de la forme quadratique m; et que F est le 
déterminant des coefficients des trois formes quadratiques (, 
jw, n. 
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Gela posé voici pour la sextique les 

5 InvariaDts fondamentaux 

i^; B51,; cei.; DeIio, ou d=(A(A0^)c=2D 

et les 21 covariants fondamentaux 
fi^) fiv) 



I BC -i- 1 AB* 



Ce»i; H — Cg,,; F — 



^ = 






=c.,3; (H,f)= 



(<A=m=C,„; (i,P)3 = 



H(*) H(y) 

H(*) H(y) 



n C|, , 3 ; ^ — C4 , » ; ^ :^ C, , 3 ; p — ^ C^ , 



^^iouî (^»0 — 






ECo 



f^C,,3; (M = 






= Cc7 4 



tf;p),=2 



(r,P)5 = 2 



M= 



A(*) A(y) 

K«) «y) 
p(«) _p(y) 

lix) i{y) 



+ |c,,,eC,„; (Ai')4 = 2n-^3^f+|;>iEC„, 



+ -Q ^«'8 = C,,,o (H,Z) 



H('0 H(y) 
Z(*) l{y) 



zr^o, 



«15 



U1 6 






-f^C'^' EC"^n 

4 (M r, 0^8 



m\ p)4 = 2 



m). i\ = 



w(«) ?i(y) 



I Â ^*'5 'io^4>7 T" «Sir^*' 5^:^4,9 , 



6 



+ 3^1,8 12 



12-4 7 7 1 .^ 

w(jf) 7i(y) 



— CjMJ 



(♦) Les signes fi +t d® servent qu'à diffOrentier entr'eux les deux 
coTariants Ce^ei ainsi trouvés, qui sont essentiellement distincts. 



— s-^vAAAA/VAAAAAAA/N.-^^ 




NOTES 



Note relative . 



Pour dâmoDtrer la formais 

[1] D"q)=.SC[D" (p]u> 



m 






miiB obserreroDs qne qaaQt & la forma, Et elle est vraie pour on indice 
égal k m, elle sera aaiai vraie poar au iudiee égH & m + 1. 

En effet , comme on a D" ■*"' . ip = D ■ ^'*V, on déduit de l'équation 
précédente qae si l'on diffâreatie (D q,j', ; et A, angmeiitent d'iine 

Quité, et que si l'on diffâreatie <|i''' , on obtient <|i''' ■— i^,(<+l>^ d'ob 
la BOmme k.+k, restera eocora la mâme. Par cooséquent, la pre- 
mière des équations [2J aéra vérifiée, et l'aatre aassi; car ti l'on Avait 
d'abord 

m = ft,4-2ft,4-3ft3 + + ïft.-|-((+l)ft(^,+...+ mft^ 

il Tiendra maintenant, on 

m + l=ft.-|-l+2ft.-|- +mft_, 

on. bien, par rapport gënéralament A if'' 

m+l = ft,+2ft, +...+ ((»,-]) +((+1) (*^,+ 1)+... +m», 
= «,+!»,+■■■+«,+ ('+l)ft,»,+ -+'nft,-f+(+l 
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c'est à dire m + l^ comme cela doit être ; ou bieb^ si la différentia- 
tîon porte sur le dernier facteur 

m + l = ft, + 2/t,+ ...+m(/U— l) + (m + l)fen-4-i 

en obserrant que A == 1, et ainsi on aura encore m+l tout comme 
auparayant. 

Quant aux coefficients, ils se détermineront aisément en prenant pour 
9{â?) et pour \^{jf) des fonctions particnliàres, par exemple: 

(p{œ)=a^, V(y) = ûo' + ûil/ + «i2/* + a3y' + ..., 

» 

dont on sait déjà calculer d*ayance le coefficient de y^^ 

La formule [1] renferme beaucoup d'autres formules données par 
Laplace et par SchlOmilcb. 



Note relative à la page 23. 

Lorsque <p a la forme : 9 = 2 a^* Pt^^e . ., où toutes les racines, à l'ex- 
ception d'une, sont au premier degré, on peut en déterminer la valeur 
au moyen de la formule [36] N. 8, formule qu'on peut trouTer directe- 
ment ainsi. 

On a, en supposant que / soit le nombre des racines a, p, f, ...X, 

où le 2* terme du second membre contient une racine de plus que le 
groupe apT* • • ^t ^^ sorte qu'il en contiendra / + 1. De là on tire 

2a*'pT...X = 2ci^"^2apT...X— 2a^"^pT...M. 

Pareillement on aura, en appelant v une autre racine, 

2a''"^PT...M = 2a^"*2aBT...M-2a''""^PT...v 

et ainsi de suite Jusqu'à 

2a'BT...V = 2ci2aBT.- . V — i'2aPT . . .uj 

V désignant le nombre des racines du groupe a pT • • • u). 

Faà db Bruno — Théorie des formes binaires. 10 



Alors par le Rjitàoie d'âqiiations 

Si'ilT k=s,_,(-l)'", -2a'-'!T...|i , 

ï.'^'l>,..|fca!^(-l)"''!,^,-Sa'"V.-v, 



multipliées KtlernatÎTemant par + 1, — ], et addittoonées, ou obtiendra 
ou bieQ à r&ide dei farmulen [7], N* 2, 

aV .>=(-i)'*'[''»»,^-i+"'Vw+'''*i.*i-s+-+Vi-i] • 

Aioei on aurait 
H«PTb=— OsS,— a,«,— «,Ss— fl|,S, , 2""pTbÉ— +«,S-fOJ*■s-^-'ï^*»-|-«(ïl(|- 



lI*P=0,S,-)-<'JX,+«^s^+5«l, '2P^pj=~ajS,~ 



a,yj— a,$(— 7fl, 



Note relative & la page 38. 



M. Joacbimsthal Mt parTeou & un théorème plus général que celui 
de Borchardt. Voici son théorème. 
Eu posant 

1 1 1 



[1] 



I 


1 




(<■+•.)• 


l<.+",>' 


"■+°J' 


1 1 1 


I 


1 


( <,+»,)■ 

1 



('.,,+°.l' <'.„+".)• «„,+«.)• 
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Zj(^i+o,) (/,4-a,) (^>a)' 



où le sigDd Z s^étend à toas les termes qui se déduisent du premier 
en échangeant entr'elles les quautités /i , t^^ ,t . - 

en posant 

[3] r(t) = (f+a.) (f+o.) (t+aj , 

on aara 

^ n (/i /j t ) n (tti Qj a ) 

14] _ 0=,])" — /si7sy^/«.;,,— - ■^ • 

Cette formule, surtout aprâs la démonstration du théorème de 
Borchardt, est évidente; car d*abord le dénominateur de T avec le produit 
y{t\) fit ^reproduira le dénominateur du déterminant D. Ensuite 

il est aisé de voir que D est divisible par toutes los différences entre 
les quantités ^ et a séparément; ce qui explique Texistence de produits 
TT en ^ et a. 

D'ailleurs en faisant t .=oo, le déterminant D et la fonction T 

Sustaelle deviennent celles qu*on a étudiées, N* 27, puisque la partie 

dans le second membre se réduit à 1. On voit ainsi comment cette for- 
mule comprend celle de Borchardt comme cas particulier. 



Note relative à la page 66. 



Si Ton remplace, dans une fonction des différences des racines, les coef** 
ficients Oq, Ai, ^s» 6^- respectivement par ^Of ^n ^%^ ^^^^ la nouvelle 
fonction sera encore une fonction des différences des racines. En effet, 
malgré cette substitution, les indices restant les mêmes, on aura encore 

Mais en appliquant Topération b à la nouvelle fonction qp consi- 
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dérée comme foDction des Ooi Am (hp « on Terta de la relation 

bSr = rsr-^l (voir N* 32), on doit avoir- 

il s'ensuivra bq> = 0> et par conséquent la nouvelle fonction sera bien 
encore une fonction des différences des racines. 



Note relative à la page 108. 

Nous nous proposons de faire voir ici que la belle méthode donnée 
par Gauss pour calculer par approximation une intégrale n^est qu'un 
cas particulier du théorème donné sur les formes canoniques. Le grand 
géomètre a en effet démontré qu'on peut, en choisissant convenablement 

m abscisses enti*e et 1 , calculer l'intégrale | f(x)dx avec la môme 

J 
exactitude que si Ton avait substitué à la courbe y=:/(x) ane courbe 

parabolique de degré 2m — 1. Alors on aura: 

Ri, Ki, R3,.... étant des multiplicateurs convenablement choisis en 
fonction des abscisses Xi^Xi X^^ Qt /(x) désignant par hypothèse la 

fonction 
Il faudra donc que Tégalitô 



2m 

soit satisfaite, quelque soient a^, a^, Oj, ...., a^m—r ^^^ conséquent on 
aura, en égalant les coefl5cients de ces mêmes quantités, 

R, + R, + R3+ +R„ = 1, 

R, œ, -i- R, a\ -f- R, œ,' + +K„a?„= ^ ' 

p 2wi-l , ^ 2m-l , ^ 2m-l , , 2m-l 1 
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Or 06 sont là les mêmes équations de condition que Ton aurait ob- 
taniMB, si 09, ayait eu à canoniser Téquation 

-ï . io^ ,.a?*~"% (2«»-l)(2«i-2)a?*~"^ , (W-Î2W-2) (2»i-3) x^""'^. 
+(2m— 1)— j — I r-b 5 — h - i" o -q T" + 



1 . 2 



1.2.3 
1 



c*eBt-A-dira, à la mettre sous la forme 

R.(a4^.)'"-'+R,(a?+a;J*"-'+ +K{^+a,J'"-' 

Par conséquent la détermination des inconnues (R) et (x) se fera 
comme il est indiqué dans le chapitre (4). 

Ponr m'=B, par exempler, â?i, X%, Xn seront les racines de l'équation 



=0. 



liiA 

2 3 4 
1111 =^,o\x20x^ — 30x^ + V2œ — l 

2 "3 4 5 

11 L 1 

3 4 5 6 

dont les racines seront 

^1—2 ^ •^«—2 ^ 2 r 5- ' ^^~2 2 r 5 • 

Ensuite par les formules du même chapitre on trouvera 

P — ^ M — P — ^ 

^1 Q » -^i — "-8 — IQ • 



=0, 



9 



Par conséquent Texpression 



18 



représentera tout aussi bien l'intégrale i f(x) dx que si Ton avait 

» .'0 

substitué kf{x) un polynôme entier de 5* degré. 



j. - 



Note relative à la page 134. 



Soit SMC SjlTestei- (') qt, =/ ( a.b.e 



^ i- £ 

" da ' db ' de '"" 



(onction de deux ijstémes d'élemenlB (fl, i, e,....) et 1^- ,— .... | ; 

et BupposoDg que par le symboleip' on exprime généralemeDtroperatlDii 
de (p aur tout ce qui suiL Si <4i dâaigne une fooctioa semblable ia 
deux ayatËmes d'ëlâmsnts, on aora 

[!] çt ^t _ (ç ^,)t + (çt ^^ )t; 

oii l'on sODB-enteud que les •^lémeols-r- 1 tï n'opèrent que sur les é^* 

^ da db 1-1 

meots fT, d, c, dans ce qui suit. Cette équation [Ij est évidente; 

premtâre partie du secood membre est indépendante de l'action de 
sur iji; U seconde partie, au contraire, en dépend. 
Noua poserons auasi 

<P] "Pi = "Pt i "Pi "Pi <Pi = <Pi "Pi^Vs. 

et géQi'ralemeot [q)[' ) ■ ipi ^ V,, • . 



Il a 



■».+ »,+ . 



©■' Wi <Pi ' = 



<Pi Vi - ("Pi* + 'pO ' <Pi fi <Pi ' = (<Pi" + 3çi (p, + ViV {••) 
•t gânéralement oa trouvera que ( ip,^ ] — 717) X coefficientde t dans 
le développement do la fonction e , où 

do aorte qu'on pourrait représenter tous les cas par la formala 

e"'^={eV^, o.bime"l'''''={e''"'-'>') (."1 
Cette formule remarquable dont les premiers germes sont dus à M 
Cajiej pourra noua servir à démontrer directement le théorôma N. 76. 



(*] Phitasophical Magaiini, 1866. 

[•■) En eïel oo lanit q>J «pj <p J = <J)J (vJ'Pl''" ) = <P J (<Pi* + Vti* 
— <pit ,,,!++ (q,|tq,,)t- <PjS+ 2<p,Vl'*' "Pi + ('Pl'''<Pt)''' 
= (p,' T + g (p, <;^T + {çjt ç JT -j. ,p,T ^^ _ (çi» + 3 q>i ip, + Vi)''' . 
(*") En eonieuDl de chanicr dini la laconl Bumbre'!*! eiptimu «a indicaf. 
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Si on pose, en effet, 



^i=^=^«5;;+^»si;+^^»373+ • • • • ' 



th 



tb («"-1) 

la formale doTiendra € — e 

Or, ea se rapportant au N* 76, on a parle nouveau invariant l'expression 

et, par la série de Maclaurin, 



= z 



it(0 
1 



Lrfoo 



(2^1 



daj 



an 



ir(0 



(e — l)r 9 ==e^ ' ^ 



Mais on vient de voir que généralement 

Donc le développement de pourra se représenter par 



€6 



q) = <P + €Î).<P+ j;2^*^ + - •• +1:277»^'^"^ •• ' ' 



Partant si la fonction sur laquelle h opôre est un invariant tous les coef- 
ficients de c doivent s'annuler car dans cette hypothèse bq>=:0. C. Q. F. D. 



Note relative à la page 188. 



A l'aide de la propriéto que Gq est un peninvariant nous démontrerons, 
en suivant une idée de M. Cayley, que la somme des coefficients numériques 
dans chaque fonction Co, C^, C^ ... Cm est nulle. Observons d'abord qu'en 
vertu du théorème N. 74, puisque la fonction Cq est isobarique et 
satisfait à Topération 6 = 0, la somme de ces coefficients numériques est 

nulle dans Cq, Ainsi en supposant qu'on ait Cq = Z A a^^ a^^* a3^'...an^"' 
l'opération h donnera Z A ( Ci — h^Cj — + ... + n €» -^^ ; et si Ton 

suppose que a^ se change en Xi a,-, en posant ir égal au poids Ci + ^^ + 
... + ncA de chaque terme,» on devra avoir en vertu de l'équation b ==0, 



I A -r == 0, OU Z A =r 0. Ea second lieu obaervons que les fonctiom 

C|, Ci, etc. 86 déduisent (V. N. 110] de Cq par les opérations h effaetoéei 
successivement sur Cq, Gf , etc., opérations par lesquelles Gq , par exemple 
deviendra 

ZA €•-! - T + 2€«-«— -+3€m-3 -—- + ... + «€o -M- 

\ a»— 1 a*— « o»-^ ûs/ 

Mais si nous transformons encore a^ en X< cette somme deviendra 

X Z A (€«-1 + 2€n-« + ... + ll€t) . 

Or, en observant que la quantité entre parenthèse est = 

ou bien, puisque la fonction est homogène, de degré r par hjpothdsBi 
= »r — [«€n 4- [n — 1) €n-i + (« — 2) €ii-« + ... cj = «f — w, 11 s'eiisuit 
que cette somme deviendra X{nr — ir]ZA et s^annuUera avec £A 
comme avant. 



Note relative à la page 235. 

« 

1. 

La formule G (r, 2, r) = (( a?'' )) /i rn r. % après ce que nous ayons 

^ ^ (1 — a?) (1 — a?*) '^ ^ 

montré au N. 96, nous apprend rien de nouveau. Mais on peut toutefois 
remarquer abondamment que pai* les dénominateura 1— â?, 1— â?** iln*j 
a que deux covariauts : la forme et Tinyariant quadratique, qu*on peut 
considérer comme un covariant d*ordre et le degré 2. 



Note relative à la page 237. 

La détermination du nombre des covariants indépendants appartenant 
à une même forme, à partir du 5* degré, présente beaucoup de diffi- 
cultés, si l'on veut s'abstenir d'avoir recours & Tanalyse symbolique 
dont M. Clebsch et Gordan ont fait un si brillant emploi. M. Gajley 
espère y arriver en considérant les sources des covariants. Si Ton trouve 
les sources indépendantes, se dit-il, on déterminera par cela même 
quels sont les covariants indépendants. Voici à ce sujet un extrait d*une 
lettre qu'il m'a fait Thonneur de m'ocrire. 

« Au lieu des covariants je considère les seminvariants (les coefficients 



} 



— 313 — 

des plas haates puissances de œ dans les coyariants mêmes) : en ëcri- 
vant, pour abréger, 

a = a, A = a'd^ — Qabed + 4a(^ + AbH — 3JV% 

y = ac^b\ I =ae — ibd + 3e\ 

5=:a«rf— 3aJc + 2J8, J ^aee — ad^-b^e + Zbed — c^, 

e=a^e- Aà'bd + Gab^e - 3»*. 

lue système complet des seminyariants de la cubique serait a, t> ^t ^v 
ponr la cubique; a,T*^> h^ pour la quartique. Il s'agit de déduire ces 
systèmes complets des seminvariants donnés a, T^^î a,T«b, e. 

Bn considérant d^abord la cubique; partant des équations a = tf , 
y=^ae^b\ 6 = à^d — 3abe + 2^ ; en y écrivant d = , on obtient 
Y = — b\ 6 = 2^: éliminez J, on obtient b' + 4t®=0: substituez 
poar Yf^t les Taleurs complètes a^ — ^S d'éi^ — 3a^(; + 2^, on a 

6« + 4t« = d» (fl'rf» — 6tf i><?(f + 4ac» + 4^'rf — 3J V) = a* A ; 

de là le nouveau semin variant A . 

Partant de a, y, 5, A, écrivez a = ; cela donne t = — b\ b = 2^> 
A = Wd — 3^V ; en essayant d'éliminer (^, (?, (f), on n'obtient pas de 
résultat nouveau : donc on a (o^ tf ^i ^) P^nr système complet des sem- 
inTariants de la fonction cubique. 

Considérons à présent la quartique; partant des équations a = a, 
y—acb^ b = a*rf— 3a*(? + 2>», € = a'tf — 4a«M + 6^V — 3J*; écrivez 
a = 0; cela donne t = — ^% 5 = 2^, € = — 3^^ On a comme au- 
paravant b*-|- 4x^ = 0, ce qui donne A; d'ailleurs on a encore 
c + 3t*=0, ou, en substituant pour €iT ^^b valeurs complètes^ 

€ + 3T* = aM<W — 4M+3(?«) = (iM 
ce qui donne I. 

Partant de a, T) ^« €« A, I, en écrivant a = 0, on a t = — ^*t 
6 = 2*8, €=r — 3*4^ A = 4J'(f — 3aV, l = --Abd + 3c\ En éUminant 
bf c, di on obtient A — t^ = ; donc, en substituant pour A, t« 1 1^8 
valeurs complètes, 

ce qui donne J. L'équation e-=à^l — 3y' fait voir qu'on doit rejeter 
c; l'équation A=t1 + ^ fait voir que l'on doit aussi rejeter A. On 
a donc les seminvariants a, t« b» I, J • Écrivons a = 0> cela donne 

T = — a«, 6 = 2*3, I = -.4W + 3c«, Jt=-*V + 2*(?i — ^8. 

En cherchant à éliminer b, e, d, tf, on n'a que le résultat ci-devant 
trouvé 6^ + ^11^ = 0, ce qui donne A, et n'est pas ainsi un seminva- 
riant indépendant. Donc on a a, Ti ^i h ^ P^^^ 1® système complet des 
seminvariants de la fonction quintique ». 




Cg . j = Invariant cub. 



Cg,,= Bessiea de la forme; C,,g:= Hessien da Cj, 
Ct , ( ^ C^,t optiraut comme iotermutsat sur C, 1 1 , 
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Quant aux inyariants, oa les trouve aisément en obserTant que 

Ii = Iny. quad. de C^ , 3 , 

I3 = Inv. quad. de C4 , 4 , 

Iit= Discriraioant de C^^s, 

I,g = In T. cubique de C4 , « . 



Note relative À la page 279. 

On appelle invariant absolu toute fonction des coefficients de la forme 
qui demenre la même par une substitution linéaire quelconque. La 

fonetion rationelle '^— (oCi pg = r8) est évidemment de ce nombre. 

Ir 

Une fonction de termes semblables aussi. 



Note relative à la page 333. 

Soient les deux systèmes de variables 

( x=p X + qY + rZ, 

[1] < p=.p'X + q'Y + r'Z, 

[ z = p"yi + q"Y + r"Z, 

f x'=px'-^py+p"z\ 

[2] Y' =z qx' + qY -^ q"z\ 

( z' = rx' + ry + r"z' , 

On voit que les coefficients du 2* système sont ceux du premier, sauf 
l*ordre suivant lequel ils sont écrits; ils se correspondent dans le sens 
respectivement horizontal et vertical. Dans ce cas on dit que les variables 
^\ y* ^' B^^^ transformées par une substitution inverse (*) , et les deux 
systèmes s^appellent contragrédients. Nous avons un exemple de système 

d 
contragrédient dans le système des dérivées -vy « etc., par rapport au 

système (1); car on a évidemment 

d d d d 

(31 J <? ^ , , ^ , „ ^ 

d A. M ' — -L " — 



dZ dx dy 



(*) Les allemands rappellent irani^onirtê. 
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d d d 

Ainsi les symboles -v— , -^ , -j— seront transformés par une subs- 
titution ioTorse, toutes les fois qu'on transformera linéairement les 
▼ariables Xt y^ z* 

Observons maintenant que, si Ton résout les équations [2] par rapport 
à af^ y\ ^, on en déduit 

Lx'^V X' + Q Y' + R Z\ 
Ay' = P"X'+Q'Y'+R Z\ 
ùs' - P"X' + Q*Y' + R"Z' , 

A, P, Q, R, etc. étant le déterminant et les déterminanta mineurs de 
la substitution [1] correspondants à py q^ r, etc. ' 
Dans le cas particulier de deux variables on a 

\ ^^pX + qY, \ ^'-px' + pty\ \ Aa:' = y'X'-j)T, 

[5] I , [6] ^ "^^ d'où [7] I ^ 

Remarquons que le premier système pourrait être mis sous la forme 

,„, * y= ?'(Y)-p'(-x), 

-a?=-y(Y)+j5(-X), 

c'est à dire que le système [y, — x^ Y, — X] forme un aystôme con- 
tragrédieut à â;, y, X, Y. 

Cela posé, nous appellerons contrevariant une fonction f (Oo* ^ ,•-, 
A» 1 ^> y) qui satisfait à Téquation 

[9' /(Ao, Ai,...,A«, X,Y)=';?y'~jo'jr)M^(^^ a,,...,an , q'X—p'Y,pY-q\i 

où Ao, Al...., An désignent les nouveaux coefficients qui résultent de 
la forme lorsqu'on y fait une substitution contragi*édiente 

[lOJ x^q'X-p'Y, y=-qX-j-pY, 

Si dans la forme donnée / supposée fonction de x\ y\ on faisait 
la substitution [7], on voit que par l'homogénéité de la forme, le résultat, 
à part remploi iadifférent des variables, serait le même que celui que 
fournit la substitution [10 . 

Mais, si Ton remplace X, Y par Y, — X, on aura 

/(Ao, Al,..., An, Y, — X) — (;?^' — ;)'^)^ /(«o, «i v. «n , y, — 5?\ 

ce qui démontre qu'on peut obtenir les contrevariants en changeant x^ y 
en y, — x dans les covariants. 
Ainsi, puisque tout évectant 

[y -, y X j- -\-y x- j h .•• 

V da^i '' dai ^ ^ da^ ^ 
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«st an eoTariant, en faisant le changement ci-deasas, on aura un contre- 
Tariant dans l'expression 

L*idée de la réduction des contrevariants aux covariants est due, selon 
Sjlvester, à M. Hermite («). 

Eq général un contrevariant serait une fonction q> qui, par la substi- 
totion inverse, satisferait à l'équation 

9{X',Y',Z')=A^ ^{x\y'z'); 

et il est évident que Tinyariant d'un contrevariant est un invariant de 
la forme primitive. 

M. Aronhold a aussi introduit Tétude de fonctions qu'il appelle Ztoi^ 
Mehtnformen (**), et que nous pourrions désigner avec d'autres auteurs 
par Cùwiriants mixtes. Ces fonctions, en employant en même temps les 
substitutions [1] et [2] satisferaient à l'équation 

Y (X', Y', r, X, Y, Z) = A^" v (x\ y\ z\ x, y, z). 



(*) Obtervationi on a new theory of moltipUcity, by Sylvestar. — Philosophical Maga^ 
Min€, 186S. 
(**) Abokhold — Théorie der homogenenFunctionen dritten Orades. Journal de CrelU'^. 
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TABLES 



DBS INVARIANTS BT GOVARIANTS. 



TABLE DES INVARIANTri (•). 



ax* 4- 2 hœy -\- cy' . 



en fonction des racines 



I = a\ (a - B)' . 
Farine im Irslatème degré. 



I — ««d»— 36V-l-4yti-f4nc*— GoBcd = («rf— te)'— l (ac— b') ibd-. 
Si U forme était 
ax'+&x'l/-fcai/'-|-dy» I = 18a&i?d— 4n(!'— 4()'d-{ 6»c»— 27a'(f 
en Ponction des racines 

l = a*„(a-e)Ma--f)MP-T*'- 

Var^w du qaatrlAme degré. 



I,=:ae — 4M4-3c' , 

I a£c I 
Ij = ace + 26cd — od* — ÔV — c* =^ J c rf . 

I cde I 
Discrimioant =: I,* — 271,' 

-i- r, = (a_p)' (T-&)' -h (a-T)' (P-î.)' + (a-6)' (P-Tl'. 

^ I» {") = (a-P)» (T-6)' [(a-f.) (P-T) - (T-a) (p-&)] 
-\- (a-T)» (P-b)* [|n-P» (T-^) - («"&) (P-T)] 
+ (a-b}' (p-T)' [(T-o) (p-b) - (a-p) (T-b)] . 



(*j Le svmbole Ip désigne l'invariant de degré p de la forme dont il t'ip' 
(") Si l'on pose A=(p^) (a-l.), J=(t-(i) (p-6), (7=(a-p){T-* 
il Tiendra 

-^ t, ^ J' IB-C) + S* {C-Â) + C* {A-B) = (A-*) M-C) [B-C] 




TABLE IV ^ 



Forme dm cinquième degréi 



aa? + 5ôa?V + 10 ca;'i/* + lOrfo?*!/' + 5eâ?i/* -f- A/' 



en posant 

= 2(&/-— 4cô4-3rf*), iBrzia/'— 3&e + 2crf, C=2(a^ -4&rf + 3c*). 

I4 = — a*r + IDa&e/'— ^acdf^ 16acô« + 12arf*e — 16&W 
— 9&'e* + 12 bd'f + 76 &cdô — 48 Z;rf' — 48 c^e + 32 c'rf* . 



4-1 a'^cdp 


+ 78 acM'er 


— 30 aôcd'e* 


— 38 


&'dY 


— 1 a^ce'^f^ 


— 48 a»crfV 


— 9 abd^e 


+ 38 


bWe* 


-3 aWer 


— 27 a'^de^f 


— 17 ac'/« 


+ 18 


b*c*r* 


+ 5 a»rfeY 


+ 18 aWe« 


+ 93 ac*def 


— 30 


b*c»def 


-2 aV 


+ 5 ab^cf^ 


— 38 acV 


+ 38 


b*c?e* 


+ 1 a«ft«rfr 


— 5 ab^def^ 


— 42 ac»dY 


+ 8 


b*c*dY 


+ 1 a'&Vr* 


— 30 a&ce/" 


+ 8 ac'd*e* 


+ 25 


b^d'dPe* 


-3 a}bd'p 


— 34 a&*cd*r 


4- 6 ac*d*e 


— 57 


b*cd*e 


+ lla*ôcd!er 


+ 133 ab*cde*f 


— 2 &»r 


+ 13 


b*d* 


— 5 a*bce^f 


— 54 a&V* 


+ 15 b*cer* 


— 9 


bd-ef 


4- 12 a^bd^r 


+ 18 ai>»rf»g/' 


+ 18 6«d*f* 


+ 6 


bc^OT 


-30a*M«eY 


+ 3 a&«rf*e» 


54 b*de*f 


— 57 


bc*de* 


+ 15a«Me* 


+ 78 a&c^rf/^ 


+ 27 &«e« 


+ 38 


d(?d^e 


4-12aVer 


— 18 a&c'eY 


— 48 6'c»dr 


— 24 


bcH^ 


— 21 aVrf*r 


— 210a&c*d!V 


+ 3 6»c V/- 


+ 18 


c«e« 


— Uà'c^de^f 


+ 106a&c«rfe» 


+ 106 b'cd'e/' 


— 24 


c*d*e 


+ 22 a'cV 


+ 96 abcd*f 


— 81 b'cde' 


+ 8 


c«d* 




Si l'on pose 

a — bdf— fte' -f 2ede — cV— â* 
3b — artr — aé* — bcf -f- bde -j- c*e — cd' 
3c — acf—ade — dV4- M" -[- 6ce — c»d 
d = «ce — ûrî* — [i*e + 2 !*cd — c' , 



I,~^(bd— c')4-B(bc— ad)-f C(ac — h') . 
Le discriminant de La forme qiiiiitique est ^ 



+ 1 or 


+ 5760 n'ca-e" 


+ 6400 aoV 


-20 d'ief 


+ 3456 aVf 


+ 5120 cu^iPr 


— 120 a'cdl' 


— 2160 aWe' 


- 3200 oCll'e' 


+ \m a'ce'f 


— 640 06V' 


+ 256 b'r 


+ 360 oWer 


+ 320 iW/Ver 


— 1920 6'm/' 


- MO o'deY 


- 180 aVt't 


-2560 i»*d*/' 


+ 856 oV 


+ 4080 aft*à*er 


+ 7200 S'deV 


+ 160 aVdr 


+ 4480 o6W/^ 


-3375 6'e' 


— 10 a'b'e'n 


— 14920 flîj'cde Y 


+ 5760 &»cM/^ 


+ 360 o'fto'r 


+ 7200 ai'M' 


— 600 fc'fJVY 


— 1 640 a'ôcde/^ 


+ 960 ab'd'er 


- 16000!i"(!<i'c/- 


+ 320 a'SMY 


-600 aft'iJV 


+ 9000 fcde- 


— 1440(ï'6dT 


- lOOSOaSc'ur 


+ 6400 (."dY 


+ 4080a'M"eY 


+ 960 û&c'eY 


-400O.l»d'e' 


— ISSOo'Me' 


+ 28480 ate'd'e/ 


— 2160 b'c'f 


— 1440aVer 


- leOOOdCc'de' 


+ 7200 6Vd«/- 


+ 2640a'(?»d'/^ 


- 11520 dtelJY 


-4000 IVs" 


+ 4480aV'de'/- + 7200 abcrfV 


-320O l/'c'dY 


— 2500nV»fl' +3456 ac^/' 


+ 2000 liVd'e- 


— lOOSOu-od-er - 11520ao'(le/' 






InvariaDt I,.= 



a'd^e-/^ 

a'riH*P 
5 aWeV» 

1 at^-y 

Hi a' hcd'e\f* 
"lO bcdC'P 
15 (I fccW» 
10 a'bd'-ef* 

40 c 4rf-e/J 
10 a We/' 
11) d'^ftdey 
5 o"6«<i 

1 ff'cy 

là a<crfe'/« 
10 oVey' 

120 a'^û'de^h 
iO awy» 

30 a-c'd-rr 

m a'c^d'eV^ 
m a-^cHeh 

ïo tv''c''e'f 

15 a'cd-p 
no afcdeV* 
2»Ô a-'cd^e-f 

■ta a"rfe'/* 
100 a'rfW' 
Ml ffl»rf^ffS/» 
30 a^^'f-T- 

S (ï'rf'e* 
10 a 'è^df^ 
iO aH'dhV 
60 aHd'/f* 
*0 a^b'dt^'P 
10 û'i^e»/» 

5 n^i'c'>' 
60 a i'c^rfe/" 

«) a^^cd"/' 
90 a^'d'de\f* 
30 d'b'cV/' 
210 a>i'crf'«/' 

360 B»ô>tfd"(S>« 



+ 130 a^b'x^f 

— T> a'-b'd.p 
+ 1S6 a^b^d-tl'r 

— 315 a'-b'â'e*P 
+ 40 a^b'deP 
+ 165 a'-b'd'e-f 
~ Ih a''b'>de'' 

— Il) o:^he>ef' 

— fiO a iciP/'' 
+ 210 a^bc'de'f' 

— 110 flSc'ff'/' 
+ 60 a'*£^-rf*(îy* 

— 3C0 a'-bcde-h 
+ 240 a^bc-'eV' 
+ 30 a Sc-dV' 

— 210 a bcd'e'f* 

— 180 a'ic»rf'(ry3 
+ 1140 a ôcWe/" 

— 6^0 a^êcVi-y 
+ l;» a'Ac'fl'" 
+ 310 a^'bcd'ef* 

— 240 flS>6(;rf--(Hf 

— 390 a'-bed-e^f 
4- 280 e^-bcd'rf 
4- 30 ffl^JcrfV 

— 180 aSrf/' 
+ 300 a^bd <'/3 

— 120 a'ft/f «y» 
+ 30 a Srf»e'/ 

— 30 fl'Srf'i!* 
+ 15 a'c'rf/" 
+ 5 a'-C'e-p 

\ — 30 d'6-dé'P 

I — 2T0 a»c»rffy* 

1+196 a'cW^ 

+ 22;) a-c^d'i'f' 

+ 615 a^c^d'e'f' 

— 660 a^<*de>f' 



) a^<^diff' 

a d-c*^f 

3 a^tf'éifr 



+ 60 a^c'd'/' 
— 500 a^T-'de'P 
+ 2?aS fl'tVeV'' 



210 a^crfV 

81 a^rf'"/' 
270 û»rf»«»/* 
225 aWeV 
45 a»d e' 
10 a*6'cV'' 
90 ab^^dfP 
■ 6') a'b^VP 
120 a^b^'d^P 
~ 'b*cd-i*P 
b'd*efi 

'àW 

:;.?/ 

^b'c'dep 
^bc-def 

'b^-'t'p 

'S frff/' 
•■if-'tde'f 



— 210 fl' 
+ 210 .. 
+ S'a a' 

— noo a' 

+ 480 a' 

+ 670 tt' 

— 315 a^ 

— 685 H' 
+ 540 



+ 1350 fl' 

— I«0 a' 

— 75 fl' 

— "IPC5 a' 
+ 6000 a' 

— 7050 «' 
+ 3001) -■ 
+ 2155 
+ 14^0 «' 

— 3810 a* 
+ 2aio . 
+ rm a' 

— laoo a* 

+ 2V)a' 



'c^df 
^b're-p 
'■b'&'d'eP 
^bVdtt'/* 
'b'c^^P 

'iv ■ 

'b'cy^e-'f 

'bvd'g-y 



"dVf' 
fde'n 



^b'cdY-r 

'b*cd*e^f 
>b^cd/ 
'b'dff 



4- 30 a^ft'tTe'/» 

— 870 a'b'd'i^f 
4- 615((*4'rf'«^ 

— tàa'lit-'p 

— ZlQa'hfMef- 
+ 68S"V(rW' 
4- 120 «-*(■■■(;'/■ 
4- 1965 ((V,r rf-«y* 

— 2210 (^'Sf■ rfir*/' 

— 960 '/'A' W* 
— 1170(1 '''irr'rfr'/^ 
4-15435">'rrf'(!''/' 

— 2760«'i'r'rf(!7 
4- 555 a>*r*(^ 

— 780fl'Ac'V/^ 
4- 14040 n^bc'd-e\r 

— 106S»'Sc'rf«eV'' 

— 3-J20n'Sr'rfW 

— 570 a^br-d'f* 

— ^mo a'bc'd'eP 

— 540 rt'ftc'rf eV* 
4- 5:-50ff'Sc'rfeV' 
4- ]285a'È[;VV 
4- 990 a-br.d'P 
4- 3150 //"bcée^f^ 

— 3600 a'ftcrf'**/ 

— Blâa'ftcrf'»" 

— (145 a'/'d^^ff 
+ 90O a^bd'e^f 
4- 45 fl'M>' 
4- ISOn-fT-er 

— 60 tt'cW' 

— USOflVT'rffl'/* 
4- 2f, a W/^ 
4- TSO a^rd'eP 
4- 5760rt'crfV/» 



4- 1390 



\ba*cd(^J" 
««'C'A/ 



— 180 a^c-d'e^P 

— 12T5a»(*rfW 

— lllOa'c^de* 
4- 3120 n»cy ■(■/■' 
4- 3i»00flVrf'rY' 
4- I2J0a'rtfW 
4- 3I55a'rtf'e' 

— 515 aV4/' 

— 2920 e**^*^»^ 

— 340 a'(r'cC/f*y 

— 4300 a'(r''rf»^" 
4- 675 a'c'd'fP 
4- 510 fl'cWey 
4- 2940a*c»rf'e* 



TABLE IT^ 



fSuUe.J I,, = 



l« 



F 



204 ab^c^e*/ 

— 170 at^(^(Pe/* 
+ 308 a*'(?*éfe'* 
+ 42 Qjb-^cHH^f 

— 164 û*''c<f5/^ 
+ 674 abr\d^e^f 
-590 û^»C(f3^ 
-128 a^^efV 
+ 138 ab^'d^t^ 

— 70 rti' Vi/» 

— 90 ab^d'é'f^ 
-42 ab^c'd^eP 
+ 674 aV'c^àef 

— 4 a*'c*<?'* 
+ 394 ah'^cH^P 
'— 652 ab^cH'e* 

— 714 ab'-c'd'eV 
'—498 ab-C'd^ef 
+ 1246 fli'VWV' ! 
+ 224 (z6V^y 

— 516 ^^-V^V 
+ 48 «./'Vr^j 

+ 18 rï^c-/- 

1+242 abcdep 

j — 128 ff^cV/ 

"-324 rt^r^y^ 

— 498 abrd'e-f 
+ 13<3 û^cï/^» 
+ 1078 abc'^d^ef 



+ 206a*(?*rfs^ 

— 342a^(î3<f«/ 

— 804 aJb(f^d^é^ 
+ 506 a^c^^Ttf 

— 90 abcd^ 

— 72 ac«<?/« 
+ 78 ac'^y* 
+ 224 ae'deV 
+ 16 fl^'^ 

— 342 atfià^ef 
-^macfd'^ 
+ 106 aà'd'/ 
+ 392 «c»^*tf * 

— 222 ac*d^e 
+ 40 flcs^f* 

— 4 b-^d/^ 
+ 4 /> V/3 

+ 3 «>6cy^ 

+ 24 b^cdef^ 

-30 ^''c^yi 

+ 16 2/'W3/^ 

— 4 b^d^-ey 

— :36 e>''Ê?ey 

+ 27 b^'e^ 
— 104 h'xd'ep 

— 22 e>w/3 

— CO b^chip 

+ 6 bx'de'r 
+ 102 ô'^cVy 



+ 308 65c«f«€»/ 
—234 frî^eîrftfs 

— 24 &5<fy« 

-4 fr-^éf^i^y 

+ 32 b^d^e^ 

+ 56 6^(?*if/» 

+ 39 b'c^e^p 

+ 298 ô*c3rf*<?/* 

-590 h'd^d^f 

+ 32 fr^c^^^ 

+ 194 &*c*rfy* 

— 652 b^d'd^e^f 
+ 713 fc^c'rfV 
+ 136 ôVeTéf/ 
-246 6*cefV 
+ 16 b^d:/ 

+ 4 &^<^ 'e^ 

— 14 63(:y^ 

— 294 b^cHeP 
+ 138 ôVéy 

— 440 è'c'é^y^ 
+ 1246 b^c'd^ef 

— 246 6(:i^g^ 
+ 206 b'c'd'ef 

— 866 &V^^(?3 

— 220 b'cH'^f 
+ 550 6V^(f-'e* 

— 56 b^cd'^e 

— 4 ^» W^ 



+ 78 Wef* 

— bieb^tfdé'/ 
+ 4 *V^ 

— 804Wi»ér/ 
+ 550M<*rfV 

+ 392*Vef/ 
+ 139*Vrf*«* 

— 354 b^c'd'e 
+ 83 **(?*rf« 
— 180 bifdp 
+ 48 *(?^ey 
+ 506 *c W/ 

— 56 *c'rf«» 

— 222 b(fd^/ 

— a54 ^c rf»e« 
+ 330 bc^d^e 

— 72 ^c*rf^ 

+ 27 c'y^ 

— 90 c»rfr/ 

— 4 cV^ 
+ 40 c^rfy 
+ 83 cH'e' 
-72 cv/*^ 
+ 16 c*rf« 



Invariant I,i = 



' "^ 




420 a'SWey» 
130 m-eift 


— 210 a'crfV 


+ 30a>JV(îV 


B a'rfsV» 


+ 


- 81 ay»/' 


— 870 a'b'dftff 
+ 615 a'6'rf/ 


10 a-'d^a-f* 
5 a'rf*»> 




h a?b'djr^ 


+ 270 a^^p 
+ 45 aHt* 


+ 


195 a'i'.f'e'/' 
315 a»S'rf'ey= 


- 45 a'^5<;V^ ^ 

+ 685 «w/ 


1 a-e'y 


+ 


40 a'-b>d-e'f* 


- 10 oV.'<-- /■" 


15 o-scav" 


+ 


165 a^é'rf'ey' 
75 a'i'rfe'» 


+ 90 (.^r,-. ■,/,■/■■' 


+ 120 a'SCrfy? 


BO a'bcd't^p 




— 61) c i^'c ^ 


+ 1965 a*Jc rf-ey» 


M a' ftcrf'**> 




10 a-'ftc^e/' 
60 abci'r 


— 120 ov/ ,/ 7" ■ 


— 2210 a*ft<; rf«*r 


60 bede'/^ 
15 a ftc««/ 




+ 90 ll'h\:lV-r' 


— 960 a'S<.W' 


+ 


210 a^bc^de'p 

110 aSû*eyi 
60 a»6c^<Piry* 


+ 110 (.'/-./',/ ■■ 


— 11700 a'ftc'd-«y* 


10 a'bd'ef* 
35 (ï«ô<f'^/^ 


+ 


- 50 <,*/,.,/V /-^ 

- 240(iiJW'- 


+ 1S435 fl'ftc'rf'^y 
— 2760 o'Jc*rf«'/ 


40 a'*rf-e/= 




360 a^hcâfp 


+ 2H0a'iWe'/' 


+ 555 a'Èc'e" 


lOiï'M'e/' 


+ 


240 a'St'ey» 


— 90 a -*»«»/ 


- TSOfl'SCrf/' 


10 «"ftdif/ 


+ 


30 ahc'ép 


+ 35 a'*»c V« 
— 30 a'¥c>âT 


+ 14040 n'bc'd'e^P 
— 10625 fl'Jc-V'ey' 


5 o«fte>i^ 




2i0 abc'd'e'f* 

leo aScW'ity^ 


i ac-'r 




- 120a'Scrf<Y^ 
+ 50 a'b^c'e'P 


— 3220 «'to'ff «■/ 

- 570a'Srrf'ff« 


)5 a*e&'/' 


+ 


1140 a Jc'rf'e/* 


)0 aV'ey 
90 a«c^rfï«'/» 
120 a'c'de*?* 




870 a'ôc'rfe'/ 


— &>a*b'c'dep 


— 5840 a'Ac'rf'c/' 


+ 


i:» a«*c<e'" 


+ 360 a^bc'dff' 
- 210«'*YV/» 


— 540fl'ér'rf.^/' 


+ 


310 a»Scrf V* 


+ 12871 a'Sc'rf'e^ 


HO aH^^P 




240 a'^bciP-i^f' 
390 aHtdép 


+ 210 a>bcd^p 




+ 575 a'S cd'e'f 


+ 990 a'ft<;rfy' 


180 a'cH'e^P 


î 


280 o^'W^e? 
30 a^6c(iV 


— nao a^b cde-/' 
+ 480 a-b'cd'e'f 


+ 3150 a*bcd'eV 
— 3600 a^bcd'tf'/ 


m ffl"c*<fey» 




180 ttÈrf/' 


+ 670 a^b'cde'f 


— mba^bcd-g- 


20 a"e'ey 


+ 


300 a'Ôrf eV» 


— 315 a»*r«" 


~ 945 a'Arf ' V' 


15 aVrfT* 




120 a'-bâ^ép 


— «Sfl-'Atfr/' 


+ 900 a'bd'f'f 


110 a^cdeV* 


+ 


30 a Èrfi^y 
30 a^bd-'é 


+ fmaVd^e/' 


4 45 a'bd'&- 


ara aw**7» 




+ 1515 a*^d*e/' 
— 2080 o'ffidH^f 
+ 705a**^rf'/ 


+ 18() a-cef' 
~ 60 a'c'dT 


200 a"c<fi««y' 


+ 


15 a»cd/f 


+ 


5 aW-p 


— ]420a'cV(;y' 
+ 25 aW/ 




30 a^c'de^p 
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^, = (o-P)« (T-b)«+ (o-T)» (P-b;î+ (a-b)» 0-T)' • 

[0-6)(T-e)+(p-£)(T-»)] [(P-T)(^-£)+(P-e){6-T)] [{p-T;(£-6)+(p-i)(^T)] 

2«».5» I, = 2(ot-P)'' (T-b)* (T-€)» (b-tf (o-e)« (P-t) (p-b) • 
. 5" I„= a'% 2 (o-P)' (b-€)« (P-T)* (T-b)« (T-e)* (a-b)* (a-e)" . 

n posant a=;^a„ P = a„... c = Oi et généralement (fii) =a. — «,. 
inra I,g = 

•[(01)(04)(32)+(02)(03)(14)][(01)(02)(43)+(03)(04)(12)][(01)(03)(42)+(02){04){31)] 
[(12)(10)(43)+{13)(14)(20)][(12)(13)(04)+(14)(10)(23)][(12)(14)(03)+(13)(10)(42)] 
[(23)(21)(04)+(24){20)(71)][(23)(24)(10)+{20){21)(34)][(23)(20){14)+(24)(21)(03)] 
[(34)(32)(10)+(30)(31){42)][(34)(30)(21)+(31){32)(40)][(34){31)(20)+(30)(32)(14)] 
[(40)(43)(21)+(41)(43K03)][(40)(41)(32)+{42)(43)(01)][{40)(42){31)+(41)(43)(10)]. 







abed =aceg—acf'—a(i^!/-\-2adef — ae' 
edi/ + 21» cd(7 - 2 frce/- -1-2 bd'f— 2 bde' 
d'/r + fï*** — 3 <^'i*^ + f*' ■ 
a*dPg* — &aHefg -\- ia'df' -f 4 n'e'ff — 3 a'eY* — 6 o*civ 

- ISatce/t/ — V2abcn + \2abd^fg — I8abde^g + 6âl^ 

- 4aL-*y' — 34acVff — 18 ac'dfg + 30«e*e/"' -}- 54a«dVB 

- lHacdT — 42flcdeY4- 12ace' — 2(ind^g -\- 24a^ 

- 8 ud'e' 4- 4 È'dff* — \2h^efg -f- S i*/^ — 3 6'cV* + SOèWj 

- 24*Ver — 42Èc'de3 -f- GOftiS'rf/^ — 306c*eY + 24icil'jr 
■ 84tedV/"+B61>ede'' + 24fcdY— 246dVH- V2c*eg—2!c*f* 

- 8 e»!/*? -f 06 c*der— 8 e'e^ — 24 c*rfY— 39 e'd'e" -}- 36«i*« 
• Sd*. 



(en api^lant A,B,C, les coefficients du covarîant C,,j). 



Il K F 



en appelant B, C, D, etc. lea coefficienta 
du covnriaut C,,;. 



InVABUNTS P4B HAPi'OUT kVX RACINES, 

1,^ S(a-plMT-6)*U — <P»*- 
l,= S(a-p)MT-b)*C€-«p)*. 

Ponr l'Invariaut gauche de 15* degr^ le P. Joubert a dooné 
l'expression suivante : 

Si OD pose f= a ('— J".) (*— «o) {*— «i) ix—xt] («—»,) («-.rj , 

'^«~ ['-'«*A-M.--«t-sri)+«.*,l3!«,4sro— «%-^0+iï^,(ai4^r--iC«-Jri 
on aura 

I„ = n«' Ta r, y, c, tJ", X l'o l"i ''i ''s ^\ X !»'« "', M\ W, H', 



L 



TABLE V 



TABLE DES COVARIANTS. 



Forme de S* degré (*). 

N* 1 . — Covariant de 2* ordre = C, , , 

(ac—b*) o?* + (ad — bc) xy + (hd — c*) y» . 

N* 2. — Covariant de o« ordre = 03, g 



+ la«i 


+ 3a&^ 


^^acd 


— 1 at;P 


— 3a&c 


— 6a(?* 


+ 6 6»rf 


+ 3&(?(f 


+ 253 


— 3&*c 


+ 3 6^ 


-2(r' 



5a?,î/)' 



Forme de 4* degré. 

K** 1. — Covariant de 4* ordre ^^C^,, 



+ lac 



+ 2 ad 
— 2bc 



+ lae 
+ 2bd 
-3c« 



-\-2be 
'-2cd 



— Id^ 



$^,I/)* 



N* 2. — Covariant de G* ordre = Ce , 



+ \à'd 


+ la'tf 


+ ^abe 


— 5fl<ftf 


-\ae^ 


— U(j* 


^3 abc 


+ 2abd 


— 15 flcrf 


+ 15 dctf 


'~2bde 


+ 3(;e3?^ 


+ 2Ô» 


— 9a(?* 


+ 10 b^e 


- 10 bd' 


+ 9 bc^e 


-2(f» 




+ 6 6«(? 


+ 10 6'<? 




-6 ces?* 









- 10 ad* 









5'»,y)' • 



,(*] Les forme* sont toutes écrites sous forme binoœiale. 



s* 1. ~ Covariant de 2» ordre et de 2» degré — C,„ 
N' 2. — Oovarîant de 6» ordre et de 2» degré — C,„ 



+ !«. 


+ 10/ 




+ li/ 


_<M 


-3»( 


— 4« 


+ 3e" 


+ 2cd 


+ 3i' 



+ lo<; 


+ 3<ii 


+ 3l!« 


+ 1V 


+ 3 4/ 


+ 3^ +!</ 


-U- 


— 36c 


+ 3M 


+ 1S« 


+ 3« 


-3i. -!«■ 






-6»' 


-Soi 


-6ir 





5!r,»r 



N* 3. — Covariant de 3* ordre et de 3* deifré^C,, 



ï"'.»]' ■ 



+ !«« 


+ lat/ 


+ l«i/ 


^-\tdf 


— \ikP 


— Iflrfa 


-lae' 


— 16«* 


— ! b^e 


-IS'/ 


-Ite/ 


-i»y 


+ 2»rf 


+ lte 


+ l»i!« 


+ ledt 


-le" 


+ lfr<P 


+ 1<!V 


— Id» 




-le-i 


-leiP 





N° 4.— Covariant de 5" ordre et de 3" degTé=C,,, 



1 + 1 a'/ 


+ bab/ 


+ 2ac/ 


-2^ 


— 5a<f/ 


-la/- 


— bnbe 


-IBacff 


-12 «de 


- 8(M* 


+ 1664/ 


+ 5 6^/ 


+ 2 nerf 


+ earf" 


+ 86*/ 


— 126c/ 


+ 9 6e' 


-2crf/ 


+ 8 6'rf 


- OftV 


— 386« 


+ a6bde 


- 6 c'/ 


-8 ce' 


-6 6e' 


+ 38?w/ 


+ 72 M* 


+ 72e'e 


-3Scde 


+ erfv 




— 24c^ 


— 32eV 


— 32crf' 


+ 24 (f 


1 





N- 6 


— Covariaot de 9» ordre et de 3* degré — C,, 


. 




+ii>'.i 


+ 2a>« 


+ 1./ 


+ labj 


+ 5«c/ 


— 7ae/ 


- la/' 


- a*/- 


-cT 




— 3a&c 


+ \atd 


+ llaSe 


— Sflce 


— 40arfe 


+ 8M/ 


-116*/ 


- 1«/ 


+3itf 




+2»' 


— 12ac> 


-34 «rf 


-340J' 


+ 161'/ 


-29»e> 


+34o(r 


+ 12iy 


—21» 


1 




+ SSe* 


+iei'd 


+2S4>e 


+47 S« 


+34 «y 


-16«' 


- ed-e 










+6 bc* 


- 26crf 
+ 8t« 


+446£i' 
+ 16e'rf 


+ 2rf« 
— 8(p 


- 6«'« 









N* 6. — Covariant de 4* ordre et de 4* degré = C, , , 



+ 1 Ifi/ 


+2 «V +1 »v!+2 aV'l + 1 o«/l 


-3 ate/ 


-4 0M/-4 0SJ/-4 sc«/;-3 «^ 


-5 abclt 


-10aJ«''— 2 acrf/— 2 arf'/i+2 off' 


+ 10tteV 


-2 at^f +4 o«'l + 4 arf«» -5 S«/ 


-4 aelf 


+ 24oci« +4 JV/ 


-lOSV +10»/ 


1+2 »"/ 


-12«*i -9 S'i' 


+ 24S5<(/-6 »*■ 


1-5 Ce» 


+ 4 J'c/ +505Èrf« 


+ 16J« -4 1?df 


+ UW 


+ lei'rfe — 36S</» 


-22M'« +14cW 


— lôic'd 


-22»c>« -aee-j 


-12eV -16»?. 


+6 c< 


-4 Sei- +28cW 


—4 t?de ; + 6 rf' 




+ 8 « 1 


+ 8 5* 

1 



ï's.y)' 



K-7 


— Covariant de 6' ordre et de 4* 


degré = C„. 


+ l«'c/ 


+2 nHf 


+2flM/,— 20 ac(* 


-2ow/ 


-2 azf^ 


-1«4/^ 


-l«"ie 


-2 aV 


-2o»c' 


+20oi'e 


+iii.iy 


+ 2 <«■ 


+ !««•/ 


— lafty 


-Vsiief 


-im'/ 


+206'rf/ 


+ larfe' 


+2 jy 


+!»«/■ j 


— SoSce 


^Viabie 


+ 2flcrfe 


-20 ic'/ 


+2SV 


+ 10M'/ 


+26i</ 


l+4oSi' 


-2 »■/ 


+ 3rf 


-aoérf» 


+2»«<;/ 


— Ufirfe' 


-3»«- 


'-loe-i 


+ 14»'C( 


-l6'c/'+20A 


-6»ce> 


-lOrt/ 


-4CV 


+ 3f« 


+2 i'<p 


+56ye 


-16rf'< 


-2 cV 


+ leii>/ 


-6*V<i 


-26ficV 


+ l&*ce; , 


-3cV 


+26 es'» 


+6crf#* 1 


+ 36o> 


+ 12c> 


-9Srf' ; 


+9cVe '-]2rf« 


-3rfV 


1 
1 




+ 4AJ 




— 4erf^ j 

i 





ï «!,«)'■ 



+ 7" 


s 
T 


!!! 

+ + 1 


î 

1 


1^ 

+ + 


" +7 


1 
1 


s 8 3 » 
+ + 1 + 


!_+_ 

T + 


+ : + 


7 


"9- oo w 

1 + 1 


1 


+ + + + 1 


i 

7 


+ + + 1 



TABLB V' 
■ 

N" 9. — Covariant de S* ordre et de 5' deerré = C,,^ 



+1 aHtf 
1-3 a«rfy 
+2 aHt^ 



. 



+1 tfV 
-5 aHef 
+4 a^é" 



1-1 obHf j-1 a¥r 
-fl4flJ(?rf/,+8 abcef 
—Wahct" j+llflW»/ 
— 1 obàH —llabde* 



-9 acy 
+Uae^de 

+9 &3(?« 

+6 b^cY 



—WacHf 

H-44fl<?é^^* 

— 18ûrf* 

-3 ^<r 
—6 ^^crf/ 



+8 ^*rf3 —5 b^e 



+3 Jc'tf 
-2 ^c*rf« 



+6 J(ry 

—^bcHe 

+22ô(?(f^ 



-1 û'rf/' 
+1 tfV/ 
+5 fl&c/ 
—8 «M^/ 
+3 aJ^ 
— llfl(?V 
•^Uacd*/ 
+6 ac<^^* 
—6 flrf»tf 
-4 ^/* 
+17 **<?(?/ 
+16J'<fy 
—21 b^de* 

'-^4tbcW 
+5 JcV 

+39^(î<f*(? 

-12 M* 

+18C*/ 



-1 ûW/* 
-fl abe^f\ 
+3 acy* ! 
- Hacde/ 
+8 flk;<?» 
+9 (wP/ 
-6 ad'e* 

—2 JV* j 
+Ub'de/\ 
-9 ^V 
+1 *cV/ 
—libcd'/ 
+iebcde* 
-3 M^<? 
+6 é'd/ 
-8 <?>* 
+2 c^<i«« 



ï^iV)' • 



N* 10. — Covariant de 7® ordre et de 5» degré = 0,, 



+ 2 a^d^f 

— 5 a^cde 
+ 3 a«d3 

— 4 abhf 
+ 5 ab^de 
-f 5 a*c*e 

— 7 aécd* 
-f 1 ac8d 
-+2 b^f 

— 5 b^ce 
^2 b'd^ 
+ 8 b^c^d 

— 3 bc^ 



+7 a'crf/" 
— 10 a*ce* 
—3 a'^d^e 
—7 fl^'d/" 
+10a*»ô 
—7 aW/" 
— 8 a^ccli 
+9 (^(P 
+22 ac^tf 
— 19ac«dJ 

+7 b^cf 
+2 é^rfe 

— 196«c*e 
— ll>»cdi 
+d!3bc»d 
—I2c^ 



—3 a^ctf/" 
+12a*dY 
-9 à^de* 
+3 a^^e^ 
— ISa^cd/^ 
— 18 a^ctf* 
+30aWô 
—3 eicY 
+45 ac*d« 
— 39acd3 
—6 ^d/" 
+27^e« 
+156«eY 
—87 b^cde 
+6 **d=» 
+12^cV . 
+blbc*cP 
-24c*d 



— lla»^/'* 
+7 a^def 
-6 aV 
+1 a*«/^ 
—26 abcef 
+^abd^f 
~8 a^(fd 
— 18ac«d/' 
+6 ac*e' 

^52ac£?6 
—39 ad* 

+19 *V 
'-mbicdf 
+20*»ce« 
— 25*'dô* 

+39*(rT 
--ibbc^de 

+65 *ccP 

— 20c3d* 



+1 a*d/^ 
-1 d'e^f 
—7 a*r/^ 
+26a*d5/' 
— 19aM 
-^^ac'ef 
-\-l8 acdf 
+53acd 
— 39ad3ô 

+6 b^n 

+8 ^*cff 
-6 b^^f 
+20 b^de* 
+^bbcdf 
+256c'«» 
— 526cde» 
+39 cy 
—Gbc^de 
+20c«d^ 



+3 a*d/* 
—3 abe\f 
—\2ac^P 
+ \8acdef 
+6 acé^ 
+3 ad»/' 
— 15ad«e* 

+19*'c/^ 
+18* def 

^■^bcUf 
^ibbcdl^f 
+8nbcdé^ 
—\2bdie 
+39^3^/^ 
-6 cse* 
-57c«d«e 
+24 cd* 



—7 acd/^ 
+7 aeeY 
+7 ad**/" 
—7 ad«3 
+10 ^•d/'' 

-10**€/ 

-3 *cy^ 

+8 bedef 
-2 *ce» 
'-22bcPf 
+19*d*«« 
-9 c^ef 
+19 c'dy 
+11 c'dd* 
— 33cd»« 
+12d5 



— l2fl<Pf 
+4 flii^' 
—2 ae' 

+5 ^-^'^ 
-5 ^*V 
—5 ^H 
+5 W«3 

+7 c'd4 

-ict?^ 
-8 ed^"" 

+3 rf^« 



TABLB ▼♦ 



N* 11. — Covariant de !•' ordre et de ?• degré = 05,, 



+ 1 cficP 




1 c^dr 


— 4 a*def* 
+ 3 a««y 


+ 


1 a^eY* 


+ 


4 a^bcp 
3 a*bd^r 


— 1 a^b p 


+ 


- 3 a^bcef* 




7 a'be^f 


+ 16 a^bd'f^ 


— 


16 aV^Y* 


+ 4 a bdeY 


+ 


6 aVrf/* 


- 15 a'be* 


+ 


30 a^cdi*f 


— 6 a^c'df^ 




8 aVe* 


+ 4 a^c^eY 


— 


18 a'd^ef 


- 22 a''cd*ef 


+ 


6 a^rf'e* 


-f 26 a cde^ 


— 


3 ab^'' 


+ 9 ad^f 


— 


4 ab-cef^ 


- 12 a-d^e^ 


— 


4 a6'rfY* 


+ 7 abK'p 


— 


1 «ô rftfY 


— 30 aft'crf/-* 


■ + 


18 aôV 


-f 1 a^'c^Y 
- 74 ab^d' r 


+ 
+ 


22 abc^df* 
74 aôcV/* 


-f 84 ahH^ 




160 a^cé^^d/* 


+ 18 a^^cY* 


1 , 


32 abcdé^ 


+ 160 abcHef 


+ 


81 aôrf/ 


— 98a6ce3 


+ 


6 abd^e* 


— 20 ahcd^f 




9 acY' 


— 94 abcd e^ 


+ 


20 acsrfg/* 


+ 51 a6rf« 




112 ac^e^ 


— 81 ac^ef 
-f 18 ac'df 


— 18 ac^d^f 
+ 284 ac'd'e^ 


-f 140 ac8rf«* 


— 


216 océf^ô 


— 100 ac^d^e 


+ 


54 ad' 


+ 18 a(?rf> 


+ 


15 Af^^r* 


+ 8 b^df^ 




26 6»crf/^ 
84 bce^f 


- 18 b^e*f 


— 


— 6 6»c r« 
-f 32 6 cdef 


+ 


98 &-rf>/^ 




45 b^de^ 


-f 45 ô ctf3 


+ 


12 6*cY» 


+ 112 b'd'f 


+ 


94 6«c rfer 


— 150 ô^rf^«» 


+ 150 6'c V 


' — 6 &-cW 
1 - 284 b^cd'f 


— 


140 b'cd^r 





50 ô c^'c« 


+ 50 b'c'de^ 


+ 


15 b d^e 


+ 320 ôVrf^e 




51 *r*<?/" 
100 bc^d'f 


— 120 b'd 


+ 


+ 216 6c*<f/^ 




320 6c </** 


- 15 AcV 


+ 310 bcde 1 


- 310 bcd'e 


— 


90 bcd^ 


+ 130 6c e^* 


— 


18 cî'rf/' 


- 54 cY 


+ 


120 c«d^ 


+ 90 c^^de 




lî^O c^d'e 


- 40 c^rf3 


+ 


40 crf* 



5aj,y)« 



TABtB V ^ 



{ 



N" 12. — Govariant de 5* ordre et de 7* degré ^=0,,, 



afi 



l{ x^y II 



a?*î/* 



II 



x'^y^ 



Il œy' Il 



i/ 



+ 



+ 



+ 



1 a'^edp 
2a^ce'f 
2a'd ef 
1 adé" 
1 a'h'dp 
2n>bH'f 

— Qa'hcdef 
+ 13a**C(f3 

— 8a W/ 
+ 2a^Je« tf* 
+ 16a^cW 

— 2a'c d'f 
—dSac'de* 
+Sia*cd^e 

— 9a'd^ 
+ hab'cf^ 
+ 2abdef 

— 24a«^VV/ 
+52 a *e?^ 
-h la^hcde^ 
—VSta'Me 
—hlahc df 
+34û*cV 
-h 8ûJ(?^rf»tf 

— la^crf* 
+ 18^/ 
— 25ac rftf 
+ I0a(;<f^ 

— 2hp 

-28^ rf/ 
4-306 (f^* 

^-'à^Ucdf 

— 356a6*<?^ 
— 506Vrf*e 
-|-30^-rf» 

— 126i(?7' 
— 40Jcrf3 



— 2a^ceP 
-h 5a rf/^ 

— \aHef 

— 2a«^» 

+ 2a**»(f/^ 

— Il a*bcàf' 
+ 13a**c<jy 

— ^a'bd^ef 
+ 32a^W<?» 
+ 4aW* 
+ 36a*(? rf<?/ 

— 24a*(?*<?^ 

— lOa'cd'f 
~ l^a'cdé^ 
-f 12a-(f<? 
+ 7a* <f/» 

— 12 a¥e^f 
+ 6a*^c/* 
-f i2ab^cdef 
+ UabHf 

— 9la*'rf(f« 

— 68a*cW 

— ^Aahc'd'f 
+ 14a*(?</(f» 

-^20i abcd'e 
-- 93aA(j?' 

+ 37a(?W/ 

-'2QSac^d^e 
+ 86a(?V* 
~ bb'cf' 

— 12*^àé/ 
+ 34*3c U 

— ^b^rdV 

+ 105*W* 

— 20*'^rf3^ 

+ 50*Vé^/ 

+ n^b*cd^ 

— 21*(?/ 
+ 250*cV^^ 

— 150*(?3rf3 

— GO&'e 
+ iO<^d^ 



+ 



+ 



+ 



+ 1 a^cP 
-^ ^aHep 
+ 5aW 

— \a¥p 

— Wa'bcer 
^a^b'd'P 
\a^bde\f 

17 a be' 
^a'c'dp 

26a*c'i?/ 
2a^cdhf 

iOa*€4gs 

9 ad*/ 
24aW'tf« 
5 a* 7?/* 
^abcdp 
'^ab^ce*/ 
2iiSabdef 
22ab de^ 

— lOabc'f* 

— 12abc'def 
+ I06a*c«^ 
+ IQabcd'f 
—2\0abcd'g^ 

— 99abd'& 

— VSac'ef 
+ \Oac^dV 

— \28acde* 
+ \S\ac'd^e 
+ T2a€d' 

— 4b dr 

— 2Abe'f 
+ Sb c<r* 

+ 124*W(?/ 
+ I0:i b^ce^ 

— bôbd'f 
—l^b^d'e* 

— 2^b^cHf 
—29^\b^c*df 
+ \10b€*de* 
S^Ob'c'de^ 

+ ^yd^ 

+260 bc'df 

— IbObc'd'e 

+ n2cv 

— ^cde 



+ 1 a^dp 

— 1 a3<f V^ 

— 6 a'bcr 
-h lla**<i^/* 

— 5 a^bey 
+ 4 a VV/» 

— 2 a*crft/« 
-f 4 a*cde*/ 

— 4 a*c^ 

— 10 a*d^ef 
+ 8 a'ef^^H 
+ bab^f^ 
+ 4 a6*cé/* 

— 26ab^d'/^ 

— Shab'deV 
-h 42a*>* 

+ 2 a*cW» 
+ 26^AcVy 
+ 12 abcd^ef 
— 124 a*c^</ 
-h 13 aW»/ 
-h 26a*/if3^' 
1+ 9ac'/* 
I— IQaà^def 
!— 56a(?V* 
-f lOac^/ 
+ 296 ac'/i e^ 

— 260 ac/f ^<j 
-h 72arf^ 

— 17 *V/* 

+ iob^cdn 

+ 22b^cey 
+ 16 b^d^f'f 
— 105 ^W 

— 24J'c/* 

— 21()**cW 
+ }dOb*c^^ 
--\2Hb'cdy 
+ 170 &*c/^V 

— 2^b'd'e 
+ 99*cV/ 
+ 184 bc^d'f 

— 340 *c3/f (?* 
+ 150*c*^^ 

— 40 ^c^ 

— 72 cW 
+ Qi)c^é^ 



+ 2 a'M/^ 

— 2a'àe*n 

— bae'J^ 
+ Yla^cdep 

— la*eef 

— 4a rfy* 

— 6 a*rf*^*/ 
+ 5a*rf^ 
-h 1 a* r/5 

— 13a**^é?/* 
+ 12 a* ^/ 
+ 32fl^ffV/* 

— ^abcdP 

— ^labcde^f 
+ 24a*ctf* 
+ bàabd^ef 
~ 34 aM*^ 
+ 10ac»rf/« 

— biat^e'f 
+ 6iac*d'ef 
+ iôac^de^ 

— 'Slacd'/ 

— bOacd^é^ I 
+ 21a//'tf 
+ 2 *!/» 

— ^bcen 
+ 24*rf-/* 
+ I6**(î*rf/* 
+ 91JV(f/ 

— I4**c/<V 

— 1^ * cde^ 

— 86*2rf/ 
+ 110*«tfV» 

— 12*^/' 
^204 b&^def 
+ 20*(>V 
+ 208 be^/Pf 

+ MO bc^d^e* 
—2b0bcd'e 
+ 60^8 
+ 93cV/' 

— 86 i?*^»/ 

— 1 15 c'de* 
+ 150 c'd^e 

— 40c«rf* 



'— IflV 
+ U- 
'+ 3ô-] 

— bc'i 

■+ 2c-^ 

+ 2ûfi 

— 2ci! 

— 2i?-'l 
+ ^ct\ 

— 2c^.| 
| — 16 551 

+ 24fi:*^ 

+ 8(zd 
+ 2ac\ 

— .t2 cd 
+ 28 jH 
+ 52 «H 

— 32 flH 

+ 12^''?^ 

+ U'il 

!vl3^^i 

— 2 «ri 
+38*-d 

— lb''\ 

— 3n«n 
T 34^-fl 
+ 35«>'l 
734 ^r-i 

+ 22^^ ri 

7 8*-J 
+ âO *H 
+ 25 ^'••^1 

— 7t)^r?J 
+ 15M^ 
-^ 9cV^ 
+ Ir^l 

— 31 r.* 
7lOr.^l 
+ 40r''/*i 
-lOcV^ 



TABLB V ^ 



N^ 13. — Covariant de 2* ordre et de 6* degré = C,,, 



— 1 a'rfV 


- 1 a}cdp 


4- 2 J*cy« 


— 2 a'^c^p 


4- 1 aW(f/ 


- 1 aV/* 


+ 5 o}cdef 


4- 1 fl'ctf'/ 


4- 5 a^crf/^ 


— 3 i'rfy 


4- 24 a»crf^» 


— 3 a€»p 


-■ 5 aWdef 


- 1 aH^ 


— 5 abcey 


— 1 a&dj 


4- 1 alc-^p 


— 1 ûcrfy 


-h 7 abcd^f 


4- 1 a**rf/* 


4- 7 ac\ief 


— 3 flV^ 


4- 6 ahcdef 


— 3 ^///* 


4- 3 aJV 


— 10 flcSéf/ 


4- 3 b^é'f 


— 1 aJcé^tf» 


' — 28 acd^e 


— 1 b cde/ 


+ 6 aeé" 


- 1 ab'ey 


4- 6 ^*rfy 


— 5 abcHf 


+ 11 flc«rfy 


— 5 abd'ef 


— 1 ûM^e 


— 6 ac'de^ 


- 1 >C(?3/ 


— 8 acH^e 


— 8 abce^ 


- 8 bc^dY 


+ 3 acrf* 


4- 15 abd'e^ 


4- 3 c*(f/ 


+ 2 aJ V' 


— 10 abd^f 


4- 2 a'(ftf'/ 


+ 5 ¥cef 


+ 9 errf^ 


4- 5 abdé^ 


- 8 ^«c»rf/ 


- 5 J V* 


- 8 acrfV' 


4- 3 hc'f 


4- 9 ^V 


4- 3 ad'e 


+ 7 ô«crf»tf 


- 8y'(?ér/ 


4- 7 Jc^rfif' 


+ 5 h(^de 


4- Il b'c^ef 


4- 5 bcd^e 


- 3 b^de^ 


— 37 ^'c(i^^ 


— 3 b*cè^ 


— 4 ^»c«^> 


4- 18 b'cd'/ 


- 4 ^'rfV 


— 3 c'e 


+ Sb^^e 


— 3 ^rf5 


— 4 hc^d^ 


— 28 bc^df 


- 4 c^d'e 


+ 2 c»rf* 


+ 8 Jc>« 


+ 2 c'd* 


+ 2 j (^y 


- 17 bcd* 


+ 2 acV 


- 1 *'/* 


+ 37 bc'd^e 


— 1 aV 


— 1 h'd^ 


4- 8 c8i3 
- 17 c*(f^ 


- 1 c^^« 




4- 9cy 


• 



5a;,î/)* 
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TABLB V 



W 15. — Covariant de 3^ ordre et de 9« degré =03,» 



+ 



9 

21 

78 
48 
9 
162 
99 
309 
12 
240 
81 
1026 
768 
738 
564 
1(^ 
756 
696 
120 
21 
486 
2160 
1023 
120 
1053 
-h 1314 

— 1863 
-h 2538 
-h 2340 
4- 672 
4- 2820 

— 7812 

— 3024 
4- 4572 

— 324 
4- 3888 

— 8748 

— 4800 
4- 4248 
4-14520 

— 11448 
4- 2592 

— 576 
4- 672 

— 459 
4- 3456 

— 864 



+ 

4- 

4- 



aV/ 
(jL^lep 

a^ce'P 
a^hd'eP 

aWe^ 
a^cp 
aHHep 

a^cdp 

a^cd'e'^f 

a^cdef^ 

à'd'ef 

a^d^é^ 

aH'dp 

a^¥ep 

a^b'cp 

a^'cdep 

a'^b^d^P 

aWd'é^f 

a'Vde^ 

a^c^ep 

a'bc^dp 

a^bcHe^f 

a^bc't^ 

c?bcd^ef 

à^bcd^t» 

a'bc^f 

a'bd^e^ 

aCdp 

a'^c^d^ef 
a^&'dé^ 

a'^dP 

àb'cf^ 

ab'dep 

amHP 
ab^cdp 



+ 



4- 



2094 ab^cdeV 
3915 ab'ce^ 
528 ab d^ef 

— 45 fl* rf*e» 

— ^^mab'if^dp 

— 9747 a^Vé?*/ 

— Qi96 ab'c'd'ef 
+ 26610 ab'c dé^ 
4- 8544a*'crf/ 
— 16650 a*^c<i^* 
4- 120 abd'e 

4- 972 ab cp 
+ 24624 abc'def 

— bOiO abe^e^ 
— 15984 abà^d^f 

— 29340 abc^d'e* 
+ ^A2r^0 abc'd^e 

— 8640a^crf« 

— 771Q ac^ef 
4- blSiac^d'f 
4- 12960 ac^de^ 
— 14400 ac*d^e 
+ 3840û(?»<^ 
4- 192 bV^ 

— UiOb^cdp 

— 192 b^dp 
1080 b'^dey 
2025 be^ 
1728 b^c^dp 
UlOb'c^e'f 
5280 b^cd'ef 

--13500^»(?/f<î» 
4800 b^d*/ 
7800 b*d^e* 
648 ^^c*/* 
]4fmb*c'de/ 
3075 b^à^e^ 
9120 b^c*d^/ 
4- 16^^ b^c^d'e* 
— 19200 b^ed'e 



+ 

+ 

4- 
4- 



4- 



+ 

4- 



4- 
4- 



4- 



4800*^<^« 
4860 b'c'^ef 
3240 b'c'ày 
8100 b^c*de* 
9000*'c»rf'^ 
2400 b'c^d' 



+ 



9 

45 

36 

9 

18 

243 

9 

216 

351 

144 

1836 

2592 

1152 

1458 

2268 

1008 

63 

234 

18 

3231 

4293 

972 

810 

38V5 

4032 

7938 

9360 

864 

1296 

2700 

324 

2484 

6624 

6912 

— 4428 
4- 12672 
4- 1944 

— 9072 
4- 1944 
4- 144 

— 243 

— 900 
+ 10620 

— 8586 

— 864 



4- 



4- 



4- 
4- 

+ 

4- 

4- 



4- 

4- 

4- 
4- 



4- 



4- 



a'cp 

a*dep 

a^e^P 

ab<p 

a bceP 

abdp 

a^bdep 

a^be'f 

a^c'dp 

aHd^eP 

a^cde^f 

a^bc^ 

d'dSé^f 

à^'d^e* 

a^b^ep 

a*¥cdp 

a^b c€^p 

a^bH^eP 

a'b^é^ 

a^bcp 

a^bc^dep 

a^c&'f 

a^bcdp 

a^bcdH^ 

a^bcde^ 

a}bd'ef 

a^d^é^ 

aH àp 
a^a^de^ 

a^cd^f 
a^cd'e^ 
acd^e 
ab*dp 
ab^ep 

ab^cdeP 

ab^ce^f 

ab^d^P 



— 1215 
4- 1215 
~ 1836 
-16812 
-h 6651 
4-12960 
4- 18612 

— 18900 

— 3888 
4- 2970 
4-15228 

— 4968 

— 14544 

— 12960 
4- 1296 
4-22500 

— 6480 

— 3888 
4- 5184 
4- 5760 

— 576 

— 9360 
4- 2880 
4- 288 

— 3888 
4- 3645 
4- 756 
4- 7488 

— 4050 

— 6075 

— 4320 
4- 6075 

— 7128 
4- 2970 
4- 3060 
4-10125 
4- 1440 
— 13950 
4- 3600 
4- 1944 

— 16-20 

— 4500 

— 360 
4- 6300 

— 1800 



aWd'e'^f 

abHe' 

ab^c^ep 

ab^cH^p. 

ab^c^de^A 

ab'c'e^ 

ab^cd^ef 

a¥cd ^ 

ab'd^f 

aVd^é' 

abc^dp 

abc^e^ 

abd^dUf 

abc^d^ 

abc'd'f 

abc #(?» 

abcd'e 

ac^P 

ac'def 

ac'^é^ 

ac'dY 
ac'd^e* 

ac^d^e 

b^cp 

bHtP 

b'^^f 

b^c'eP 

b^cdp 

b'cde^ 

b'ce^ 

b'd'ef 

b'd^é^ 

b^cHp 

b cH^ef 

¥cHé 

b^cd^ 

b^cd^e* 

b^d^e 

b^&P 

¥<^def 

^W 

b^i^d^f 

b^(?dH^ 

b^cH^e 



fSwIN At K* ISJ 

N' 15. — CoTsriaDt de 3" ordre et de 9* degré : 



— flaW* 
+ 9o'C/« 
+ 4ba*àç/* 
+ 18 a MçT* 

— «aa^br/* 

— ZGà'e'r/' 
+ «tla-cd'/' 

— 144 aVe/ 

— eiOa'rf'e/» 
+ 900a''rf-^/ 

— aesaWi' 

— 36 a »y* 

— 9a'bce/'. 

— iUa'àd/» 
+ iSa'b'de'/* 
+ a43o'SV/ 

— 1836a'icrf/» 
+ 3231 «'ftcV'/' 
+ 38«a'W(/' 
~ 10620 a*&<:rffy 
+ 3St<8a-6ce'- 

+ 321 a W/' 
+ 1836a'M^e'/ 

— TSea'S^'tff 
+ l458a'c7'^ 

— T938aVrffy" 

+ ti&i «y^ / 

+ S4S4aVrf/» 

— lASHa'c'f'f' 

— ISimacd^ef 

+ l\Wa*cfe' 
+ awsn'ff/ 

— liHia'de' 

4- 2iea*V^ 

— 4293 uA M'/* 

— JOKflA'rf-f/' 

+ 8&8(>aftrffiy 

— 3(ii5aA'e> 

— 2ai8n*>ffy3 
4- 93(i0ffaicW» 

+ lïlâttScV-/- 

— fi624aftcrf»y'' 



— eeàlttb'ed'e/ 
+ 40MBÔc5e^ 
+ 49l«aJ'rfV 

— 2afl0a6'de' 
+ l-maàe'ef* 
+ 4428 a«ëW'/' 

— \m2 atCds'f 
+ 4^a»cV 

+ 14544aJ<!W</' 

— aacoabe'dV 

— hmabed^/ 
+ ISmaècdê' 

— l»44flftc»rf' 
ac'i^ 




12960 1 
+ 6075 SVc"' 

— 2:00 *'eW' 
126T2 yc'ii'f* 

+ I890n/)'c*dr'/ 

— fiOlSft'c'e' 
+ 12960 frVi'f/ 
— 10125 ftVrfV 

— BltiOfr'rf^/ 
+ 4S0ÛSV'i'> 

+ im3yc*dr 

~ 2970 A'cW 

— 22500 ft*c''/V/ 
+ 13950 ft'c^'/f'* 
+ 9360 È'cWy 

— 6300 b'e iPe' 

— 1914 ftcy* 

+ mmbedef 

— 3600 Jc'f» 

— 2880Sc'rfy 
+ 1800 JcyV 



21 av/' 
16■2a^;rfe/» 
120 aW/* 

81 flWy» 
486a>(ïW* 
576a>rf*V 
192 aV 

■raaVc/» 
ma'bii/' 

21 a*6'ey' 



— «72tf»jM/ 
+ 18B3a'WW* 

— 3466 a- WW 
+ 1440 a>»(^ 

— 120 «V(y» 

— asaBa'cyv-/' 

+ SRlae'dtM' 
+ IflZa'cV 
+ 3a4a*<rrf/» 
+ S592a'<:rf'«y 

— irSa'ede- 

— 9T2a'def 
+ fl48a'rf'f' 

— 4BaftV' 

— liaV'cn 
+ 7B8aSrf'/-' 

ioa:)fffr*rf«y' 

+ 459a6»(?'/ 

1- 56laft'crf/' 

+ lfl53 aô'c'ey 

— 2a40(jS'crfV/» 

— 2ofl4oi'crfy 

-i- 1080 a* 'w 

+ 9f747aS'rfey 

— 44l0aS'rf'e' 

— 756 abc>n 

- 2S20 ffl*c-''rf^/' 

— ft2Rfl»ffV/ 

+ STWffjcwy 

+ Si^abc^d'e'/ 



— 34320 *m/ 
+ 19200 Scie* 



TABUS V*'^ 



N* 16. — Covariant de 1" ordre et de IP degré =C|,ii 

I 



— 1 a'c'dS^ 
+ 1 a'cep 
-h 7 a'^cd fp 

— Y^a'cdf-p 
4- 5 a' cep 

— %a'dp 
+ 12a*</<?y* 
-^ la'd'ef 
-h 1 ade^ 

-h ^cCh'cdf^ 

— 2 a^^'céî /^ 

— 7 û^^'éf é?/3 
-h \2aWdè'n 

— 5a'*V/ 
+ 3û-^ôc3/* 

— 20a^cdeP 
+ 2la3*cVy* 
-I- 44fl''*c<3?7^ 

— 69a^*cV/« 
+ ^la^hcdef 

— 6 fl^*(^''(?/* 

— 8 aHd'ef 

— 6 a^c'eP 
+ 'Wa^c'dep 

— QiSa^c^dep 
'— 29a^c'd'e^f 

+ esa^c^de^ 

4- \%a\dp 

+ 75flW<?V 

— 18 a^cd'e^ 

— 21a^d^ef 
4- aifl'^rfV 

|! - 1 a'* é^/^ 
;+ lab'ep 
•- Sa'b^cP 

— ^-a^dp 
+ SHa'b^'deP 

— ^a^de'J 



+ 27a'^tf« 
H- 39 «**»(? V* 

— IQ^ah'cdP 

— Qa^bc'e'f 
4- lUa***6r^W* 

— bla^b'cd'e-f 
+ 12 fl'*Vé^<?5 

— 6a'b'dp 
H- 3 fl'^^ef «y 

+, 90a'bcdp 

— 198a**(?V/' 
— . 9abc'd*ep 
-f ^^a'bcde^f 

— 6 a'^c rf*/» 

— hnà'bc'de' 

— 294a*^c^tf/ 
-h h\^a}bcde' 
+ 108 a Wy 

— 153a'M<f* 

— 27aV/3 
H- ]08a'cdfiP 
4- 194 flV^/ 

— i2a'c'dp 

— ee^a^c'd'e'f 

— 274 «W^ 
4- 570flVWV 
4- 9l4fl"C'^é^-^(?^ 
~ 153flVé^/ 

— 1032aV«é?*i* 

+ iOQa^cde 

— 81 aW'' 
4- lab 'cP 

— 16 a* W3 
4- dah^e^p 

— 53 a**(? V' 
4- ^Oicb'cdp 

— }\la¥ceY 

— iSah'd'ep 

+ 138flJWV/ 



4- 



— 108 

— 82 
4- 315 
4- 153 

- 390 

— 234 

— 114 

— 308 
4- '?35 
4- 208 

28:3 
27 

396 

— 3:^ 
4- 222 

4- 783 
4- 880 
4- 93 

— 1986 

— 240 
4-1098 

144 
81 
54 
-f- 570 

— 148 
-1116 

— 527 
4- 474 
4-1662 

— liaî 
+ 243 

— 216 
4- 369 
4- 340 

— 149 

— 730 
4- 4^8 

— 102 
2 

20 
24 
72 
54 



4- 



4- 
+ 



ab^dé" 

at^cdp 

al^c^ep 

aV^c d ep 

a¥c de^f 

ah^c t^ 

ab cdp 

akcd e^f 

ab'cd^e^ 

aU'def 

abde^ 

ab c'^P 

aFc'dep 

ab^c^tf 

ab'cdp 

ab'&'d^e^f 

ab^cHe^ 

abcd^ef 

abcH'^ 

ab^cdf 

ab'cd^t' 

abéPe 

abcHP 

abcHp 

ahcde^f 

abc^e^ 

abc'd^ef 

abc'd e^ 

abc'd^f 

abc d e^ 

ahc^d^e 

abcd' 

ac'^e'f 

ac d^ef 

a<fd^ 

a&^dy 

ac^d^e* 

ac^d^e 

acd^ 

bp 

bHfp 

Vdp 

¥dep 



4- 



-f 



16 
129 
108 
72 
4- 135 
4- 84 

— 112 

— 6 
4- 240 
4- 179 

— 144 
4- 306 

— 765 
4- 28 
4- 280 

— 88 
4- 40 

63 

42 

798 

+ 175 



+ 



— 370 *V 



224 
4-1365 
4- 368 

— 1025 
4- 60 
4- 30 
4- 252 
4- 798 

— 700 
578 
370 

4- 880 

— 240 
~ 486 
4-* 60 
4- 312 
4- 645 

— 735 
4- 190 
+ 81 

— 54 

— 135 
4- 150 

— 40 



b^Hp 

b^cHp ' 

b^cd'ep 

bHd^f 

l^c^ 

b'-dp 

b^d^e^f 

bc'f- 

bcdep 

b'c'é'f 

b'cHp 

b'c'd e^f 

b'c'd^ 

¥cd'ef 

b'cde^ 

b'd^f 

b'd^é" 

b'c'eP 

¥c^dP 

b'c'def 

b^c'e* 

¥&^d^ef 

b^ede" 

b^c'd:^/ 

¥c'd e« 

mà^e 

bd' 

b^c é^ef 

b^cd^ 

b^c'd 



b*c^d e 

b'c'd^ 

bc'def 

bc'e^ 

bc^d^f 

bc'd'é* 

bc^d e 

bc'd'' 

cHV 
cde* 
c'^d'e 
(fidJ^f 



TABLB V*l 



fSuiis du y^ i6J 

N** 16. — Covariant de !•' ordre et de !!• degré 

y 



— C, ,,, 



+ 



1 + 



.-h 



+ 

+ 



1 
2 
1 
3 

8 
7 
2 
1 
2 
1 
7 
7 
30 
46 
16 
6 
39 
H- 53 

- 20 
+ 6 

- 44 
-h 20 

4-105 
-104 
+ 24 

- 90 
+ 82 

- 16 
+ 27 

- 27 
+ 6 
+ 12 

- 12 

- 21 
+ 30 

- 9 

- 12 
+ 69 

- 33 

- 96 

- 18 
+ 150 

- 72 



a'de^f 

aHe'p 

ae^P 
a^bc'fip 

a^hcd'ep 
Q^hcdéf^ 

a^dp 
ahd ep 
a hd'e^f 
a^hdé^ 
a^c*p 
a^^dep 

a^cHp 
a'^c^d^ep 

a^cd^ep 
a^cd^é^f 
a^cd^e^ 
aHp 

à'h^cdf^ 
a*b^cep 
a*b d}eP 
a^bH&'p 

à'b^i/f^ 

à^b cHeP 

a^b c V/* 

CL'b^cdp 

a^b^cd^é^p 

a^b'cde'f 

a^bhé^ 



+ \yèa^bH'ep 

— 3\ba*b^d^ef 
H- 129 fl** WV 
4- 6 a'bc^ep 
H- er^b^bc-^dp 

— UAa^bc^deP 
-f iSa^bc'ey 
H- 9 a^c'den 

— \fâa^bcH'e^f 
-f 10Sa»*cV^ 

— 108a«Jcrfy 
-h 396 a^bcd'é'f 

— 240 a^bcd^d^ 

— Sla-bd^ef 
+ eaa^bd^e^ 

— \Sa*(*dp 
Ga^ce*P 



+ 



6a*c'rfV* 



+ 
+ 



-i- lu a*c*de^/ 

— 84rt*cV 
+ 42aVrf*/' 

+ 144 fl VrfV 
+ bia^c^d^ef 

— 42û'cW 

— 5 ab'^dp 
babep 

labW* 
62 ab^cdep 
4- 4Sab*ce^p 
+ 64a**^/3 
+ eah^de^p 

— Wl ab'de'f 
H- biab'é^ 
-h 8 ab^c^ep 
+ 2dab^c^dp 
+ hla¥dep 
^]3^ab^e*/ 

— 238 ab'cd^ep 
+ 39)a^crfW 

— 12a¥cd^ 
— 194 aH^drp 

— Z?n abH^e^f 
- 179 ab^d'^ 



Ibab^c^p 
Sab*c^ep 
}08ab*<^d'eP 
20Rab'c^d^f 
112ûJ*c3f« 
e63ab*cdp 
783fl**c*rfW 
306 ab^<^d'e^ 
570 ab*cd^ef 
798 ab^cd^é 
216 ab*d^/ 
252 flA*rf4« 

27a*c/3 

294 abc^deP 
208 ab(fié^ 

93 abc'd^e^f 
570 abc'd p 

28 abc^de* 
+ n\6abcd^ef 






4- 
4- 



+ 



4- 



4- 

4- 
4- 



4- 
4- 

+ 

4- 



224 abc d» fi 
369 abc^d*/ 
798 abcd^e^ 
486 abcd:^e 

8\abd» 
108 flc V* 
Ifyiac^'dp 
240 ac^df^f 

88 ace^ 
474 ac^d^ef 
368 flc'-if*^ 
149 acW 
578 flcV V 
312 ac«ef»tf 

54 flc^rf* 






4- 

4- 



28 b^âep 
27 ^VY' 
11 b'^Ap 
68 *^crfy 
12*^^0^^»/» 
108 b'^ce*/ 
116^efV/« 
234 ^^rf«ip5/ 
135 b'^d^ 



4- 78 J*c^i/^ 
4- I2b*c^ep 
4- 513 ^eWv/ 

— 735 J*c<fo 
4- 21Ab*cd*p 

— 8s0^*c/f'<ry 
4- 765^*c<f»<f* 
4- 148**rf^rr 

— 175 W*<? 

— 24 b^cp 

— b\2b^c'der 
+ 283jsc*^7 

— 914 frv// 
4- 1986 b^c'd^e^ 

— 280 ^Vrf^ 
4- 527*»rVr' 

— 1365^'»cVV 

— SiOà^cd*/ 
4- 700 *V^»^ 

— eOb^d^e 
4- 153 *V<?/» 
4-10:«>WY' 
— 1098 J«c5rf^y 

— 40 b^cY ' 
-1662 b'<^ef 
4-1025*W-r» 
4- 730^Vrfy 
4- 370**cW 
~ ^4bb*cd'e 
4- 135y<tf» 

— 486ftcV/* 
4- 144 *cW 
4-1 185 mA/ 

— 60 *c«i// 

— Af^b^d'f 

— 880 ^rfV» 
4- T%b<M-e 

— 150^éP 
4- 81 cV» 

— 243cft/ 

— 30c*(^ 
4- 102 cV/ 

4- 240 rrf^* t 

— \m(^d'e 
4- 40csrf* 



TÂBLB ▼ 



13 



N* 17. — Covariant de 1*' ordre et de 13« degré = C. , 13 



+ 



-h 



2 
2 

10 

16 

6 

6 

12 

10 

6 

2 

4 

4 

10 

16 

6 

6 

26 

8 

32 
116 
-h 180 

— 18 
24 
20 
44 
34 
30 

4 
4-240 

— 130 

— 160 

— 280 
4-332 

— 54 
+ 24 
+ 360 

— 320 
-\- 38 

— 108 
-f 96 

— 12 
2 
2 

16 
32 
8 
80 
-160 
+ 72 
H- 84 

— 280 
+ 300 



+ 

+ 



+ 

+ 



aHdef^ 

o>cé^P 
a>d^P 

aHeP 
aHe^f 

a'b'def^ 

aWdeP 

a^hcd^p 

a^hcde^p 

a'hcde'p 

a'hd'ep 

a^hd^^P 

a'bd^e^f 

a'c'ep 

a'cWP^ 

a^c^dep 

a'^ff^èp 

a*c d'ep 

a^cd^e^P 

a^c^dé'f 

a^cd>P 

a'cd^é'p 

a^cd^ej 

a*cd*e* 

a'dHp 

a^d^^ 
a^h'dp 
à?h't^P 
aWc^P 
aWc dep 
a?¥dp 
a^h'd^é'p 
a^b dep 

a^b'^c'ef^ 
a'b^d'ep 
a'^b'd^é'P 



— \^aV>HH^P 

— 160 "' 

60 



+ 



+ 

+ 320 

+ 80 

— 496 
+ 252 

— 72 

— 420 
+ 860 

— 404 
96 

120 

— 560 
+ 160 
4- 304 
+ 280 
+ 1440 

— 960 

— 376 

— 1296 
+ 80 
+ 832 
+ 432 

— 72 

— 240 

— 36 
+ 288 

— 56 

— 140 

— 180 
+ 420 

— 276 
+ 420 

— 1120 
+ 1112 

— 144 
+ 1620 

— 1620 

— 864 
+ 876 
+ 162 

— 162 
14 

6 

8 

50 

90 

120 

60 

— 1560 
+ 810 



+ 



+ 

+ 



a^'c'de^f 

a'b^c^ep 

a'^b cd^ep I 

a^^cd^e^P 

àb^cde^J 

a^b ce'' 

aH'^cd^p 

a^bHd^ep 

a b'cd^e]f 

a^b cd^é 

a'bc^df^ 

a^'bc'e^p 

a bc^cfiep 

cC-bcMép 

a^bc^^f 

a^bcHp 

a bd^d^ep 

a'^bcH^e^f 

a bc de^ 

a^bcdep 

Q}bcd^e^f 

a^bcd^e^ 

a^bcd'f^ 

a^bcd^é^f 

a^bcd'e^ 

a^c^p 

Q^cHep 

a^c^^p 

a^c^d^P 

a^c*d*e*f^ 

a^c'd^f 

a^c^e* 

a^cH'^ep 

a^c^d^e^f 

a^c^d^é^ 

a^cHp 

àcd?ef 

aHd^è 

a^cd^f 

a^cd^é^ 

a^b'^cp 

a*b''cdep 

a^b'^cé^P 

a^b'c ep 

a b^cdp 

a^b^cdep 

a^b^cep 

à^c^d'e* 

a^c^d^e 



— 2 a^cd^p 
+ 4 a^cde*/^ 

— 2 a^cep 
+ Qji d^ep 

— 16 a^d'e^p 
+ 14 a^dé^p 

— 4 a^ey 

+ 2 a^b'dp 

— 4 afb^dép 
+ 2a^bUp 
-h 10 a^bc*dp 

— 10 a^bc^ep^ 

— 26 a'bcd'ep 
+ 32 a^bcd^p 

— 6 a^bcep 

— 30 a'bd^p 
+ 84 a^bd^ep 

— 50 a^bd'ep 

— ^a'bdé^J 
+ 18 a'bcef 

— 6 a'cp 
+ 32 a^dep 

— SaWp 
+ 4 a*c^éf* 

— 104a^^*tfW3 
+ 90 a^cWp 

— 26 a W/ 



+ 

+ 



+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

+ 
+ 



+ 



96 a*cd ep 
W)a^cd^ep 
124 a'^cd'è^f 
36 a^cde'^ 
ma'dp 
72 a*d^eP 
60 a*d'e\f 
18 fl*^/ 

16 a^'cdp 

16 a^b^ce'f* 
Sa^b'^cd ' 
8 a W 

12 as**, ^ 
W^a^Wc'deP 

80 a^b^c^é^P 
240 a^^cd^p 
160 a^b cd'é^p 
120 aWcde^p 

76 db c&'f 



d'er 

ep 
,8/5 



120 dbH^eP 
hàa^b'^cdp 

940 d^b^cd^^^ 
— 1580 a'^bd 
+ 756û«r<^ 
+ 2ma^b^c'dp 



+ 



dVp 



— 80 a^^d^é^p 
+ 368a»*^rfW 

— leOab'de'^ 
+ 2ia^b€*ef^ 

— imabc^ap 

+ 220a^(^dep 

— 280fl3^(^W* , 

— 560a»*^*A/«| 
+ 1280 dbc^d^e-^f^ 

— eSSa^bc^de"/ 
+ 184 «s^cV 
+ 2d8a^cdp 

— 2i0 a^cd^ep 

— Ama^bcd^e^f 

+ ^SAdbcd'^ 

— 144flS^^awf 

+ 336fl8^rf<?y 

— U4.a^bd'e- 
+ 24 a^cHp 

— 72 dc^e^f^ 
+ 2B0a^c*d*ef^ 

— 440/i3/îVii//« 



+ 



+ 

+ 

+ 



+ 
+ 



+ 

+ 



+ 
+ 
+ 



+ 



400 a^c*^ 
140 a^cMp 

368 «3^8^^ •" 
108 a^c^d^ep 
40 a^c^dW 
376 a^d^d^é 
36 a^cd^e^ 
168 aHd^e'^ 
36^3^7^ 
6 a^lfidp 
6 d'b^e'p 

— 10a'*'(?/5 
+ 180fl*JVrf<f/4 

— l60a*JVf^ys 

130 a^b^d^P 
60 a'**rf«tf Z' 
60fl*j4rffy« 

20û«^(;W^ 

280fl«j3^W4 

SOa^b^c^de*P 
300 a^d^e^e^P 
leOa^b^cd^eP 
\^à}¥cdè'f 
108 fl^rf^ctf' *^ 
6fl**c/s 

78 fl*«crf</* 
72a^W3 

44 fl^VV* 
332a*'crfy* 



+ 

+ 



■ min tt te ir itgïït =C,.. 

n » 



F 






I 



- 9t*«»V^^ - 

- ••»«*IVv>' - 

- »«rtw* - 

- SeVi^V'V-" - 

- :»;«■">/'■' - 



— # -^^ • =■• ■■ * 






— CTum^y » — 

l-r «««fcW» + 

rii SSK&± 



' - - WMeVtr + 
- ^Xmheip -ttSii 



— sMa^i^f' 



1312 aA'e^/ 
1824 a Wr/ 



■3.3 






■.■^\' - ::*:» 






- 215fi«*VW 



— »l*«iBr^*r 
-K;40a*'fVî' 

— »«>w/ 

-l'0(!U«*V(* 

— 4a»»-rfvv 



TABLE V** 



f Suite du rr il) 

N. 17. — Covariant de 1" ordre et de 13* degré =C4,,3 



} 



-h I82iabce^f 
3792 ahc^d-p 
580S ahc^à é^f 

— 4ie8ab&'d'ef 

— eOiO abc^d^e^ 
+ 26G8abcd/ 
rh 12440 abc*d^e^ 

— 8]e0sib(fd'e 
l -h ItSQOabc^d^ 

-h 162 a<fifn 

— l^a&d'P 

— 90 acde^f 

— 1290fl;<?8(?* 
4- 1920acWV/ 
H- 3640a(?'rf(?3 

— 796 «c Vf/ 

— 5340 flc^»^' 
H- 3100ûC»rf6<î 
-— 600 ûc^^ 
-h 18 *V/* 

— 36 Wcdf^ 

— 180 ^7(;(?y 3 
+ 184 bd'ep 

— 108 *'rf(?y * 
+ 18*^»/» 
+ 264 d c (?(?/3 
-f 756 rcV/* 

— 368 J 'tf<?/3 

— 732 ^ cd'ë^P 
+ 540 b^cde^f 

— 1172*'rf'^/« 
4- W^b^d'^f 

— 1350* rf<?* 

— 144 b^c^ep 
H- 376**c3rfy3 

— 1440*'c3^<r*/' 

— 1530 ^VW 

4- 6360 *»c«flJV/* 

— 60no*'e?rfW 
+ 1350*'e?*rf<r^ 
+ 'm4.bcd^n 
-r ^fmb^cd^ef 
+ 7200*VflP^ 
+ lT-^0*5rfV/ 

— 1900 *•<?'(?« 

— 168**cV/3 
+ 648 *W/» 



— 810 

— 6420 
4- 9360 
+ 450 
+ 10100 

— 19920 

— 10300 
+ 4920 
- 10100 

— 3440 
-f 7100 

— 750 
+ 36 
4 2988 

— 2880 
414688 

— 22740 
4 600 
-16520 
423300 
4 8760 

— 5200 

— 5400 
4 1500 

— 594 

— 10296 
410080 
4 900 
419440 

— 8800 

— 9160 

— 11900 
413900 

— 3150 
4 3564 

— 1350 

— 9540 

— 750 
4 4260 
410800 

— 9100 
4 2000 

— 486 
4 1620 
4 450 

— 720 

— 2250 
4 1800 

— 400 



ob^cd^^ 

b'cd'ep 

b^c^dé-f 

b*c^e^ 

b^d^P 

¥&dé^f 

b'c^d^e^ 

b^c^d^ef 

b*c^d*e^ 

b'cd^f 

b'cd e^ 

b*dH 

¥cp 

b^&'deP 

b<fie^7 

b^c^dp 

b'C^dfé^f 

b'c^de^ 

h'c^d*ef 

b^c*d^e^ 

b^c-dy 

b^<fd^(^ 

bHd:^ 
b^c^ep 
b^cdp 
b c^de^ 

b^cdHf 

b^<fid*e^ 

b*c*d^e 

b*(fd^ 

bà'dp 

bcey 

b(^d\f 

bC'dè 

bcHy 

bc^d^é* 

bcd'e 

bc^dy 

c'p 

e^'de/ 

c^é^ 

(f^d?f 

(f^d}é^ 

d^d^e 

c^d^ 



— \9]2 ab^c^dp 

4 4920 a**c*rf*«j^ 

— Aim ab'c^d^ef 
— 16520 fl* c*rf <?3 

4 \920ab^c'd:^f 
419440a*»c3rf^^» 

— 9bi0 ab^c^d*e 
4 l&iOab'cd'^ 
4 162 acy 3 

— dlHac'dep 
4 l^^ac^e'/ 
4 240 ac'' dp 

— ^SbèaCdey 

— MiOac'de^ 
4 2G0Sacd^ef 
4 «IQOacd'e^ 

— 196 ac'df 

— 9\mac'd^e^ 
4 ASmacd^e 

— 120ac'd^ 

— 2bp 
4 Sibcff* 

— 54 b'^c^V^ 
4 252 b'cdep 

— 2\6b^ce\f^ 
4 ^bWf* 

— 40i b^c'eP 

— 376 bHdfieP 

— 2\6b''cd(fp 
4 1080*«C(fy 

— 276 bHp 
4 ^mV^d^P 

— 810 /b«rfV/ 

— Vlb^'c^P 
4 832 h^&deP 
4 1244ÔW/* 
4 1112*5^*rf'y3 

— 168^cWr* 

— 3510 *Véf^/ 

— 1350*'c»<î5 

— 2l48**tfrfV/* 
4 3200 *Véf?/ 
4 \7m}^cdf^ 
4 \\12bHy^ 

— 2060*5rf*tf'/ 
4 450 *»rf*tf » 

— 240 Vc-ep 

— 1620*V*iy« 



4 11803VefW 
— 10300 b'cH^e^ 
4 3240*<;rfV 
4 600 b^d*^ 

— 1290 *W 
4 900*'<féf' 
4 ^6h'&dp 
4 V^24b^c^tp 

4 2052 *3<?*<^ V* 
4 2800 * c*<3J<?y 

— \9^¥o^^ 
4 2lOO*Vrfy« 

— 8540*'^c*rfW 
— 10100 *^^rftf^ 

— 6'mb^€^d^ef 
4 23300 ^c^fl? V 
4 3640*'e?»rfy 

— 8800*V'(f^<?« 

— IhOb'cd'e 

4 450 ^^crf" 

— 162**6y3 

— 2304 b*c'^dep 

— 1«80**(?V/ 

— 1560**c«<fy* 
4 1\00 b^c'de*' 
4 12440 d*C*^»ér/ 

— b200b^cd'é^ 

— 5:«0*e:W 
— 11900 ôVflP^a» 
4 10800 b*c^d:^e 

— 2250ôV*rf^ 
4 486 bc^er 
4 810 b&'à^p 
4 3330*c«rf<?/ 

— 750 b&'e* 

— 8160*c'dPtf/ 

— 5400 *crf'^ 
4 3\00 bc'd^f 
-h 19900 b(fd'e* 

— 9100-&cWe 
4 \&iObc*d^ 

— 162c»orf/« 

— 810cV/ 
4 1620(;»rfV 
4 1500 c»^^ 

— 600 cW/ 

— 3150 {?«(?»<?» 
4 2000c de 

— 400c»<r 



Note. Les autres coTariants se trouveront aisément à Taidede ceux-ci en 
ayant recours aux Jacobiens, p. 214. 



TABLE VI 



N' 1. — Covariaht de 2* ordre 
et de 3» degré = C,,, 



-|-1 OfMia^ +1 a^a^^ 
— 1 a^^a^ 1— aia^a^ 

+3 a^axa^' — 8 aui^., 
j-o ^ ^4. 4.9 a\aSj» 



+2 a,a*4 
—3 

+2 






+9 a,a*4 
— 13 a^a^^a^H 

+8 «7 jr 



— 3 ai^^ae 
+3 a^a^a.,^ 

+2 a^jag I 
— «i^sOs 
—3 a^a\ 
+2 a\a^ 



Forme de •* de^'é. 

N* 2. — Covariant de 4* ordre 
et de 2* degré = 04,, 



5*i»)^ 




! 

+2«ifl«'+ a A 

I 



N** 3. — Covariant de 6^ ordre et de 3* degré := 0^,3 



+1 a^ifli —2 a\a^ 
+2 aia^as +2 ^10^1X4 
a^4 +2 a.a\ 
-2 aSog 

+2 ao^«4 
+2 aoOsas 



— a'ia4 



+2aV4 
—2 aia^os 
— 3ai«*3 

+2 Ooa.os 
-3 a,a«4 
+4 a.a^a4 



-4a»3 

~ 2 a„a aj 

-2 a^^îs 
—2 a,a% 
—2 aja^ae 
+2 a^a^a^ 



+2 a,a*4 
—2 a,a .«5 

—3 a V* 

+ aya4«6 
+2 ajo, ae 

—3 a%aa 
+4a,aa5 



—2 aja^ 
+2 c^^a^ 

—2 a^aa 

+2 aia4a0 



+2asrt4«. 



\x,y)' 



N** 4. — Covariant de 4* ordre et de 4* degré = C4,4 



+ 18 

— 18 

+ 16 
+108 

— 64 

— 54 
+ 36 

— 3 

— 12 
27 

2 
8 
6 



+ 
+ 



«ù«l«4«5'+ 18 

aoai«*4 |— 18 
auaV4~ ;+ 24 
«i«*a;>«4'+l44 
+ 36 
-108 
+108 

- 16 
—54 

- 32 

- 2 

- 4 

- 48 

- 48 



a\a\ 



Ooflia^ag + 30 

au«^«.a5 — 36 
a,aa\ |+ 36 

«ifliagas'— 36 



«^û «4 . 

Oi«^a'4 
a a^^ 

aia4«*3 



+ 36 
-180 

+ 27 

+ 6 

- 18 

- 18 
+ 54 
+168 
-64 

- 1 

- 16 
+192 
—144 

-144 



a*âa*4 

ata\aA 
a'3 

«.aoa*4 



— 18 
+ 24 
+144 
+ 36 
-108 
+108 0,0^4 ; + 






+ 18 
— 18 
+ 16 
-108 



+ 



— 54 a\a:fl^ 
-32 

— 2 

— 4 

— 48 

— 48 






«©a^a's 



64 
54 
36 
3 
+ 12 

— 27 

— 2 
-- 8 
+ 6 



a.a^a4as 



î«iy)* 



- CovariaDt de 8" ordre et de 2' degré :=C»„ 



+4 OjOs 

■4ai<i, 



+6 a^a, +i aoOs 
+4 aJ + l6a,at 
—10a», ~20a,a3 



+5 OjO, 
—201*1 



+16a,<is 



+4 «A 
-4a,as 



îfi» 



N° 6. — Covariant de 2* ordre et de 5' degré = C, , » 



+ 74a.fl.o,' 


+ 


31 ihat^a-jot 


+ 74a.'B,a, 1 


- Sa^a.aMi 




'bia^tO^jit 




8 a,a,'a»aB 


— 52a,aW 




7a,a,n,a.» 




Mfl,'a,-a, 
2 a^a,W 


— 2 «Vt'ûs 




24 a^fijh* 




+ 2ïaaa,a^^ 


+ 


22a^,'rt,as 


+ 


21 a^.A>.a^a^ 


+ Sa^Mot 




10aoa,a3a,as 


+ 


Sajijit*at 


+ 2 a\,ata^' 


+ 


a3a,.a.a.'«= 




2afa.V 




16a,.avt«= 


+ 


+ 59a,rt,aai4' 


+ 


31 a,a.a?a^ 


+ 


S8a,%i,ai& 


+ ma,'a,a,a. 


+ 


18a^>a,, 


+ 


+ 6a,<is'a4 


+ 


30^*83*1,» 


+ 


6/;-«,^ai 


-- 2«a,'ft,«a, 




1 ao'a.dtaa 




26a,a^'a,' 




+ 


4a<,'<^» 


+ 


64a"a,a,«aj 




H «oa,«.ai' 




134a,a.*«,as 


" 2a,arfisaj* 


+ 


23a,ffl.'a,a, 




2 a,'a^^ 


^ bla^'a,' 




Ua,»a,ai,a, 
22fl,a.a.V 




57 a 'fl," 


+ 33 a, «Ma, 


+ 


+ 


33 «,«.«,'<(. 


+ 36fl,»a>, 




24 a,'<hfli.at 


+ 


Sea^s'a*» 


- 24fl.««, 


+ 


4a.X' 




24<^,a,* 


+ 48 «^*0, 
+ 30(7.a7fl»* 




6a,a,aa,a, 




48^a.a.» 


+ 


ena.'a a»* 




30fl,'a,X 


+ Safl^.^ai 




32a,a-'a, 




t&aaj>at 


— 1 a„'a.,a^at 


+ 


81 «.ovfl,'' 




1 a^.a^t* 


- 51 «,V 




54a,'fl,îa, 




54ff,»ai» 


- 25a.'a,a,o, 




22»',fi,*fl.' 




25a,fl.a*Os' 


— 12ûia.* 




54 a, a,>a.' 




12a.*ai 
]6a^i'a.a« 


— Hlffoa^/a. 


— 


16 a.B,'« A ) 


_ 


ï ?îâ:r-* 


+ 


81(t«,a. 




«a a,a,fflÂ 




22a,'a 'a. 


+ 


— l a^a,W 




nsa.v^,* 




1 Btt'fl.'aa 


+ 10 a, «.«a 


+ n4a.a,=a. 


+ 


lfta,B,a.' 


- 30a,'«.V 




48 a,» 





30a,'a.a»* 



5 «,» )' 



N** 7. — Covariant de 6' ( 



Il 

i — 3 aoaioyrc 

— 1 00^405 

, — 2 Oifixa^i 

;i + 9 ao«i*«5 

il + 5 a^iHk 

— 17 (W^^x 
,. + 14 Oifi^ 

+ 2 ûi'ûe 

— 6 a?ajh» 
+ 2 ai'ér^4 
+ 6 aia^a\ 

— 4 aiasffs' 



— 2 

+ 6 
+ 2 

— 32 
+ 6 
-1-36 

— 58 
+ 32 
+ 2 

— 2 

— 6 
+ 28 
-26 
+ 4 
+ 30 

— 20 






— 15 

+ 15 

— 5 

— 160 
+ 45 
+ 15 

— 25 

+ 10 

— 10 

— 10 

+ 30 

+ 40 

+ 60 

— 40 



Ct*HA% 



e"- 



+ 
+ 



60 Cf 

eop 

20 5,-1 

20 c/| 

20 J.yTJ 

40 /?; I 
20 ar] 
40 a cl 



=i 



N* 8. — Covariant de in« 



+ 2 0001(2104 

+ 1 ao^i'ûs 
+ 1 a^Ai^Os 

— 301^04 

4- 6 01*0*03 

+ 1000304 
4 0O0103* 

— 3010,' 



— 20o*0S03 

— 400010304 

— 120,/i,0j* 

1+ 20o<ï 10105 
' — 150i'0i/Î4 

+3O0i0i*03 

— 11 00*0106 
+ l30uOi*04 

+ l0o0i'0a 

+ 300*04* 

— 1504* 



+ 300*0405 
+ 120Ù0104* 
+ 600010^4 

— 12000,0305 

— 420,*0s04 
+840,0j03* 

+ 180004*05 
+ 190001*04 

— 450j'03 

— 300*03^8 

—240000^ 
+ 30,X 

— 901*0305 



+ 



+ 200*05* | — 
+ 1600010405 + 

+32000,0305 — 

— 1801*04* j- 
+ 640,040304 + 

— 4O0t*03* + 

— 200*0406 

+26000104* 

— 640003*04 
1600010300 

+640103» 

+ 60o0s*0d 
— 3O0,*04 

+1201*0,00 

+ 120,04*05 

—6401*0^05 



1400010405 +^^^ 

14 0^103* ,—42'- 

4201*040^ 

56010,0309 

70 00^,0 40s 

420(0,04* 
70 0,\z,04 

1120,03^4 
70000904* 

28 a,*030« 

^<zt0i*a« 



+84^. 
— 84^?. 

* 

+ 42.:, 

—42 fi, 



r=i 



Note. Les autres coTarianta se trouTeront I 



le 4* degré =C 



69 4 



lo doU^Âdi 


+ 2 açfl^Offlfi 


+ 


3 d(/i4ia^^ 


^ af/i^4ia$ 


— 2 ai^i^ae 


— 


2d^^ 


15 «0^4*^5 


— 6 a(fi\(i^ 


+ 


2 dyd^'jdt 


1 lO aji^^i 


-f 32 fl,aaa5» 


+ 


6 didi^^ 


15 at^dAdi 


— 36 (1,^05* 


— 


5 di^d^^ 


45 01^4^ 


— 6 axdi^a^ 


— 


2 d%d^^ 


25 01^5^4' 


+ 58 asatta4<^s 


— 


6 did^d^ 


10 ao^sAb' 


— 32 tf s'fls 


+ 


4 ^3^^405 


00 ttifla'ae 


+ 6 aoû^4*a8 


— 


1 df/i^^ 


40 flâ'aafle 


— 28 aitt^ifl'^ 


+ 


1 aiA^o' 


40 a^ds^Ui 


+ 26 dt^a^a^ 


— 


9 d^d^d^ 


10 a(^th<ha^ 


— 30 aia4» 


+ 17 d^gd^/d» 


10 ^l'a^Ae 


+ 20 tf3*«4 


— 


8 as^fla 


30 ayfl,^^ 


- 2 flo^tae' 
+ 2tfoV 








— 4 Af^a^ae 







5^ , vY 



de 4* degré =C,o,4 



14 ai'ttsfle 
42 «iflifls' 

56 a 103^405 
70 ^101^4^6 

42 d^d\d% 
70 flia^^i' 

112flifl3'â^3 

70 dt^d^e 
25 floûs^s* 
42aûé{4'(l5 



— 2di*ds* 

— }6dididija^ 
— d2did^Ad^ 

H- ISdtW 
— 64flitfsa4a5 
+40«3*a4* 
4- 2d^^^ 
— 26a4'fl.fle 
+64fliaa'03 

H- 16ao«8«5a6 
— 64a3''fl5 

— 6ana4'a6 
+300^4^ 

— 12flo«4«5' 

— 12fl.a4'a5 
+64fl;itf3a5* 



— 3a,aiaa* 

— 12aj*fl5«g 

— ^a^^Kd^ 
-\ry^d^d^^^ 
+42fl,a8fl5« 

~84a3*a4â;5 
— \%aidKd^ 

— 902^4^05 
+ 45fl8fl4' 

-h 3ao«8tf«* 

+ 24^3*^6 

-- 3aoa5' 
+ ^d^d^ 



+ Idid'ji^ 

+ 12fl3'<l4ae 

— 201^4^5^6 

+ 15aja4Û5* 
— 30a3fl4«as 

-|- \dç/lid$* 

^\2diaA*(le 
— 3fliV 

+ 15^4* 



+ 



+ 



+ 
+ 



1 dxd4idi^ 

2 did^diid^ 
1 d^i^ds 

1 AiOs^aa 

3(1205^ 

6 dsflidi* 
1 d^^^ 

^d^djjdt 
Zd^di 



5a?, y)* 



e ceux-ci en ajant recours aux Jacobiens page 250. 



% • 




